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Zlepki oziroma odsekoma polinomske funkcije nad triangulacijami so pomembno
orodje pri aproksimaciji funkcij ter pri oblikovanju s parametri£no podanimi plo-
skvami. Problem pa je, da dimenzije vektorskega prostora zlepkov dolo£enega reda
gladkosti v splo²nem ne znamo dolo£iti, saj je odvisna od geometrije triangulacije.
Temu problemu se izognemo tako, da vsak trikotnik osnovne triangulacije razde-
limo na ve£ manj²ih trikotnikov, poleg tega pa lahko v dolo£enih to£kah zahtevamo
vi²ji red gladkosti. To vodi do tako imenovanih makro-elementov. V magistrskem
delu podrobno opi²ite prostor kubi£nih Clough-Tocherjevih zlepkov ter zreduciranih
kubi£nih Clough-Tocherjevih zlepkov. Za slednjega dolo£ite bazne B-zlepke, ki so
nenegativni, imajo lokalni nosilec in tvorijo particijo enote.
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V nalogi opi²emo prostor kubi£nih Clough-Tocherjevih zlepkov nad triangulacijo
domene, pri £emer vsak trikotnik iz triangulacije z izbiro delilne to£ke razdelimo
na tri manj²e. Nad vsakim trikotnikom ºelimo dobiti kubi£ni polinom, nad celo-
tno triangulacijo pa C1 zlepek. Zanimal nas bo poseben podprostor tega prostora,
prostor zreduciranih Clough-Tocherjevih zlepkov, za katerega lahko konstruiramo
normalizirano bazo. Bazni zlepki imajo lokalni nosilec, so nenegativni in tvorijo
particijo enote. Iskanje baze lahko prevedemo na geometrijski problem iskanja mno-
ºice trikotnikov, ki morajo vsebovati dolo£en nabor to£k. To nas pripelje do struk-




In this thesis we present the Clough-Tocher space of cubic splines on a triangulation,
where we make a reﬁnement of the triangulation by splitting each triangle on three
smaller ones. The spline is composed of cubic polynomials over each triangle and
it is C1 over the whole triangulation. We focus on a special subspace - the reduced
Clough-Tocher spline space and construct a normalized basis for it. The basis splines
have a local support, they are nonnegative and they form a partition of unity.
Geometrically, the basis construction problem is converted to a problem of ﬁnding
a set of triangles that contain speciﬁc points. This leads us to control triangles and
a stable way of computing with Clough-Tocher splines.
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Klju£ne besede: Clough-Tocherjevi zlepki, B-zlepki, makro-elementi, dolo£itvene
mnoºice




V ra£unalni²ko podprtem geometrijskem oblikovanju za modeliranje ploskev pogosto
potrebujemo B-zlepke. To so bazni zlepki, s katerimi lahko zapi²emo vse ostale
zlepke. Zanje si tipi£no ºelimo, da imajo enostavno predstavitev, lokalni nadzor, so
nenegativni in tvorijo particijo enote. Velikokrat so uporabljeni B-zlepki za ploskve
iz tenzorskega produkta, ki jih zgeneriramo nad kvadratno mreºo. Pri uporabi teh
B-zlepkov hitro tr£imo ob ovire, saj so omejeni le na kvadratne domene in tako
niso primerni za opis bolj kompleksnih oblik, dodatna delitev pa prinese odve£ne
kontrolne to£ke. Ploskve nad triangulacijami se izkaºejo kot privla£na alternativa.
Ko gledamo zlepke nad triangulacijami z dolo£eno stopnjo gladkosti, pa nale-
timo na druga£no teºavo - v splo²nem ne znamo dolo£iti dimenzije prostorov takih
zlepkov in zato tudi ne moremo konstruirati B-zlepkov. Na pomo£ nam prisko£ijo
dolo£itvene mnoºice, ki so orodje, s katerim si pomagamo pri dolo£anju dimenzije
prostora zlepkov. Za Powell-Sabinov prostor kvadrati£nih C1 zlepkov se izkaºe, da je
dimenzija enaka trikratnem ²tevilu vozli²£ triangulacije. Za ta prostor znamo zato
deﬁnirati B-zlepke z lokalnim nosilcem. Prav tako lahko dobimo normalizirano bazo
in kontrolno strukturo.
V nalogi bomo obravnavali problem konstrukcije normalizirane baze B-zlepkov
za prostor zreduciranih kubi£nih Clough-Tocherjevih zlepkov. Clough-Tocherjev
prostor zlepkov dobimo tako, da naredimo delitev triangulacije obmo£ja s pomo£jo
izbire delilne to£ke, ki vsak trikotnik razdeli na tri manj²e. Nad vsakim manj²im tri-
kotnikom deﬁniramo kubi£ni polinom tako, da je zlepek zvezno odvedljiv na celotni
triangulaciji. Zanimal nas bo poseben podprostor, pri katerem dodatno zahtevamo,
da je smerni odvod zlepka po robu iz triangulacije v smeri izbranega vektorja line-
aren polinom. To je prostor zreduciranih Clough-Tocherjevih zlepkov, ki ima tako
kot Powell-Sabinov prostor zlepkov ugodno dimenzijo za predstavitev, to je trikratno
²tevilo vozli²£ triangulacije.
Iskanja baze se bomo lotili s pomo£jo B-zlepkov, ki jih bomo predstavili v Bern
stein-Bézierjevi reprezentaciji. Ta predstavitev nam omogo£a hitro in stabilno ra-
£unanje vrednosti s pomo£jo de Casteljaujevega algoritma. Bazne B-zlepke bomo
deﬁnirali s pomo£jo interpolacijskega problema, ki ga nastavimo tako, da za bazne
zlepke dobimo lokalni nosilec. Deﬁnirali bomo tudi pogoje za to, da zlepki tvorijo
particijo enote in so nenegativni. Izkaºe se, da so pogoji nenegativnosti ekvivalen-
tni iskanju trikotnika, ki vsebuje dolo£en nabor posebnih to£k. Izkaºe se tudi, da
je najbolje, da ima ta trikotnik £im manj²o plo²£ino. Problem se tako prevede na
problem kvadrati£nega programiranja z dolo£enimi pogoji.
Na koncu bomo predstavili kontrolno mreºo in kontrolne trikotnike zreduciranega
Clough-Tocherjevega prostora. S pomo£jo kontrolnih trikotnikov lahko lokalno nad-
ziramo obliko zlepka. Pogledali si bomo tudi stabilen na£in za izra£un Bézierjevih
ordinat s pomo£jo kontrolnih to£k.
Magistrska naloga je sestavljena iz dveh ve£jih delov. Prvi del je sestavljen iz
poglavij 2 in 3, v njem pa predstavimo potrebno znanje za nadaljevanje. Poglavje 2
predstavlja uvodno poglavje, v katerem opi²emo vsa potrebna orodja za delo z zlepki
nad triangulacijami, predstavimo baricentri£ne kombinacije in de Casteljaujev algo-
ritem. Nadaljujemo z Bernsteinovimi baznimi polinomi in predstavitvijo Bézierjevih
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trikotnih krp. Nato opi²emo smerne odvode na Bézierjevih krpah in si pogledamo
pogoje gladkosti v vozli²£u triangulacije ter pri spoju dveh trikotnikov. V poglavju
3 obravnavamo zlepke in makro-elemente. Najprej opi²emo prostor zveznih zlep-
kov, nato pa prostore zlepkov vi²jega reda gladkosti. Pogoji gladkosti preko robov
v triangulaciji nas pripeljejo do minimalnih dolo£itvenih mnoºic, s pomo£jo kate-
rih deﬁniramo makro-elemente. Na koncu poglavja predstavimo ²e nekaj primerov
prostorov makro-elementov in njihove dimenzije.
Drugi ve£ji del je sestavljen iz poglavij 4, 5 in 6, v njem pa obravnavamo zre-
ducirane kubi£ne Clough-Tocherjeve zlepke. V poglavju 4 najprej opi²emo prostor
zreduciranih Clough-Tocherjevih zlepkov, nato pa njihovo Bernstein-Bézierjevo re-
prezentacijo. V poglavju 5 poi²£emo normalizirano bazo za prostor zreduciranih
kubi£nih Clough-Tocherjevih zlepkov, nato pa zanjo predstavimo ²e geometrijsko
interpretacijo. V zadnjem poglavju si pogledamo ²e koristne primere uporabe zre-
duciranih Clough-Tocherjevih zlepkov.
V nalogi uporabimo nekaj slik iz virov [3] in [6]. Slike makro-elementov so
narejene s pomo£jo programa, ki je opisan in dostopen na [1]. Slike zlepkov so
izrisane v Matlabu, pri £emer so uporabljeni programi, ki so opisani v [5].
2 Uvodne deﬁnicije
2.1 Baricentri£ne kombinacije
Deﬁnicija 2.1. Naj bo V kon£no razseºen vektorski prostor nad R, W njegov
vektorski podprostor in a ∈ V . Mnoºico
a+W = {a+w; w ∈ W}
imenujemo aﬁn podprostor v V . Mnoºica A je aﬁn prostor, £e je aﬁn podpro-
stor kakega vektorskega prostora. Elemente prostora A imenujemo to£ke, elementi
prostora V pa so vektorji. To£ke in vektorje bomo pisali odebeljeno. Evklidski
prostor je aﬁn prostor
En := {(x1, . . . , xn); xi ∈ R},
ki ga opremimo z evklidsko razdaljo.
Naj bodo a, b, c ∈ E2 poljubne nekolinearne to£ke v ravnini. Potem lahko vsako
to£ko p ∈ E2 zapi²emo kot baricentri£no kombinacijo teh treh to£k:
p = ua+ vb+ wc, u+ v + w = 1. (2.1)
Pri tem poimenujemo koeﬁciente u = (u, v, w) baricentri£ne koordinate to£ke p
glede na a, b, c. To£ko v baricentri£nih koordinatah bomo pisali kot
p = bar(u, v, w) := ua+ vb+ wc.
To£ke a, b, c tvorijo trikotnik v ravnini. Robove trikotnika bomo ozna£evali z ⟨a, b⟩,
trikotnik pa s T (a, b, c). Baricentri£ne koordinate lahko tudi eksplicitno izra£u-
namo. Zapi²imo a = (a1, a2), b = (b1, b2), c = (c1, c2) in p = (x, y). Potem lahko
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e matriko v zgornji ena£bi ozna£imo z M , dobimo predzna£eno plo²£ino trikotnika



















Tudi determinante matrik, ki nastopajo v ²tevcih re²itve (2.2), predstavljajo dva-
kratno predzna£eno plo²£ino trikotnikov, in sicer pri koordinati u je to trikotnik
T1(p, b, c), pri koordinati v trikotnik T2(a,p, c) in koordinati w trikotnik T3(a, b,p).











kjer AT1 , AT2 in AT3 ozna£ujejo predzna£ene plo²£ine trikotnikov T1, T2 in T3.
To£ke znotraj trikotnika T (a, b, c) imajo vse barcientri£ne koordinate pozitivne,
to£ke zunaj trikotnika pa vsaj eno negativno baricentri£no koordinato. e ima to£ka
v ravnini kak²no ni£elno baricentri£no koordinato, to pomeni, da leºi bodisi na nosilki
roba bodisi v ogli²£u trikotnika. Baricentri£ne koordinate so aﬁno invariantne, kar
pomeni, da se ohranjajo pri aﬁnih preslikavah ([3]).
2.2 De Casteljaujev algoritem
Poglejmo si naravno posplo²itev Bézierjevih krivulj na ploskve. V krivuljnem pri-
meru to£ko na krivulji dobimo s pomo£jo algoritma, ki zaporedoma izvaja linearne
interpolacije. Podobno bi radi naredili tudi na trikotniku. Tokrat imamo name-
sto kontrolnega poligona kontrolno mreºo, ki jo sestavljajo trikotniki. Kontrolne
to£ke bomo ozna£ili z bijk. Zaradi kraj²ega zapisa uvedemo multiindeksno notacijo.
Naj bo i := (i, j, k). Potem lahko kontrolne to£ke ozna£imo z bi, velikost multi-
indeksa pa ozna£imo z |i| := i + j + k. Veljati mora ²e i ≥ 0, kar pomeni, da so
i, j, k ≥ 0. Potrebujemo tudi oznake za standardno bazo e1 := (1, 0, 0), e2 := (0, 1, 0)
in e3 := (0, 0, 1).
Sedaj imamo trikotno strukturo kontrolnih to£k {bi ∈ E3; i ≥ 0, |i| = n} in
to£ko (x, y) ∈ E2, ki je podana z baricentri£nimi koordinatami u = (u, v, w) glede
na trikotnik T (a, b, c). Kontrolne to£ke zapi²emo v trikotno shemo tako, da ima
to£ka v (n+ 1− k)-ti vrstici zadnji indeks enak k, prvi indeks i te£e od n− k do 0,
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Opi²imo posplo²itev de Casteljaujevega algoritma iz krivulj na ploskve. Naj bo




(u) + vbr−1i+e2(u) + wb
r−1
i+e3
(u), |i| = n− r. (2.4)
Deﬁnicija 2.2. Trikotna Bézierjeva krpa stopnje n, ki je deﬁnirana nad triko-
tnikom T , je mnoºica to£k
bn := {bn0(u); bar(u) ∈ T},
kjer je bar(u) = bar(u, v, w) to£ka v E2, predstavljena z baricentri£nimi koordina-
tami glede na trikotnik T , bn0(u) pa kon£ni rezultat algoritma (2.4).
To£ka bn0, ki jo dobimo na koncu algoritma, je torej to£ka na ploskvi. De Caste-
ljaujev algoritem si lahko graﬁ£no predstavljamo tako, kot je prikazano na sliki 1.
Ker je de Casteljaujev algoritem ponavljanje zaporedja linearnih interpolacij, lahko
Slika 1: De Casteljaujev algoritem za ploskve (vir slike: [3]).
izpeljemo nekaj osnovnih lastnosti Bézierjevih krp ([3]):
 invariantnost na aﬁne transformacije,
 invariantnost na aﬁne transformacije parametra,
 lastnost konveksne ovojnice,
 robne krivulje krpe so Bézierjeve krivulje.
Primer trikotne Bézierjeve krpe stopnje 3 je na sliki 2.
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Slika 2: Bézierjeva krpa stopnje 3 (vir slike: [3]).
2.3 Bernstein-Bézierjeva reprezentacija trikotnih krp
Naj bo T (v1,v2,v3) trikotnik v ravnini in u = (u, v, w) predstavitev to£ke p =
bar(u, v, w) ∈ E2 v baricentri£nih koordinatah glede na T . Bernsteinov bazni






uivjwk; |i| = n.
Pri tem velja, da je Bni,j,k ≡ 0, £e je kak²en izmed indeksov i, j, k negativen. e v
deﬁnicijo Bernsteinovega polinoma vstavimo izra£unane baricentri£ne koordinate iz
(2.2), vidimo, da dobimo polinom v spremenljivkah x in y stopnje n.
Sedaj si poglejmo nekaj ugodnih lastnosti Bernsteinovih polinomov.
Izrek 2.3. Bernsteinovi bazni polinomi zado²£ajo naslednjim lastnostim:
1. povezuje jih rekurzivna ena£ba







2. tvorijo particijo enote,
3. so nenegativni, £e so u, v in w nenegativne,







j(u); |i| = n− r, (2.5)
5. trikotno Bézierjevo krpo lahko izrazimo s pomo£jo Bernsteinovih polinomov:
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(n− 1)!




e damo ulomke na levi strani ena£be na skupni imenovalec in upo²tevamo
i+ j + k = n, je trditev dokazana, saj velja






2. Za dokaz particije enote uporabimo binomski izrek za tri£lenike in lastnost
baricentri£nih koordinat u+ v + w = 1 ter tako dobimo









3. Nenegativnost Bernsteinovih polinomov sledi iz deﬁnicije.
4. Dokaz naredimo z indukcijo na r. Za r = 0 dobimo kar kontrolno to£ko bi.
Predpostavimo, da enakost velja za r − 1 in uporabimo indukcijsko predpo-






























5. Trditev sledi direktno iz prej²nje to£ke pri izbiri r = n in i = 0.
Naj bo Πn prostor polinomov dveh spremenljivk stopnje manj ali enako n. Sedaj
dokaºimo trditev, ki upravi£i dejstvo, da Bernsteinove polinome imenujemo bazni
polinomi.
Trditev 2.4. Mnoºica Bernsteinovih baznih polinomov B := {Bnijk}i+j+k=n tvori
bazo prostora Πn.
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, kar je natanko
enako dimenziji prostora Πn. Torej moramo le ²e dokazati, da so linearno neodvisni.
Pokazali bomo, da lahko polinom oblike xνyµ, kjer je 0 ≤ ν + µ ≤ n, zapi²emo
kot linearno kombinacijo Bernsteinovih polinomov. Za konstantno funkcijo 1 smo
to ºe naredili, saj Bernsteinovi polinomi tvorijo particijo enote. Sedaj se spomnimo
predstavitve (2.1) in zapi²imo kartezi£ne koordinate vozli²£ trikotnika z vi = (xi, yi)



















, u+ v + w = 1.
Od tod s pomo£jo ena£be za particijo enote za stopnjo n− 1 izrazimo x kot
x = ux1 + vx2 + wx3 = (ux1 + vx2 + wx3)
∑
i+j+k=n−1



















(ix1 + jx2 + kx3)B
n
ijk(u, v, w). (2.6)






(iy1 + jy2 + ky3)B
n
ijk(u, v, w). (2.7)
Tako smo pokazali, da lahko tako x kot y zapi²emo kot linearno kombinacijo Bern-
steinovih polinomov. Naprej nadaljujemo z indukcijo na stopnjo polinoma. Naj







ijk (u, v, w),
kjer je ν− 1+µ ≤ n− 1. Ker velja x = ux1+ vx2+wx3, naredimo podoben izra£un
kot zgoraj in dobimo











Pri tem so cijk neke nove konstante, pridobljene iz bijk in xi. Vsak polinom lahko torej
zapi²emo kot kombinacijo Bernsteinovih polinomov in s tem kon£amo dokaz.
S pomo£jo funkcij v [5] lahko v Matlabu nari²emo Bernsteinove bazne polinome.
Na sliki 3 so ²tirje razli£ni Bernsteinovi bazni polinomi stopnje 3.










domenske to£ke, koeﬁciente bijk pa Bézierjeve ordinate.




(ix1 + jx2 + kx3, iy1 + jy2 + ky3),
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(a) B3201 (b) B
3
111
(c) B3030 (d) B
3
021
Slika 3: Bernsteinovi bazni polinomi stopnje 3.
kar smo dobili iz (2.6) in (2.7). Ker so Bézierjeve ordinate del kontrolne to£ke, tudi
za njih velja enakost v de Casteljaujevem algoritmu (2.4). Od tod sledi, da ima vsak







Domenske to£ke so izraºene z baricentri£nimi koordinatami glede na trikotnik
T . Pogosto potrebujemo tudi mnoºice domenskih to£k okoli neke to£ke. Naj bo
0 ≤ m ≤ n. Domenske to£ke z radijem m okoli vozli²£a v1 bomo ozna£ili z
RTm(v1) := {ξn−m,j,m−j}mj=0.





Analogno deﬁniramo zgornji mnoºici tudi za druga vozli²£a ter pri tem pogosto spu-
²£amo oznako za trikotnik. Deﬁnirajmo ²e mnoºico domenskih to£k z radijem
m okoli roba e = ⟨v1,v2⟩ kot
LTm(e) := {ξn−m−j,j,m}n−mj=0
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Pri vseh zgoraj deﬁniranih mnoºicah upo²tevamo, da znotraj triangulacije niso ome-
jene le na en sam trikotnik, ampak se raztezajo £ez vse trikotnike, ki vsebujejo
dolo£eno vozli²£e oziroma rob.
2.4 Triangulacije
Deﬁnicija 2.5. Mnoºici trikotnikov ∆ := {T1, . . . , Tnt} v ravnini pravimo trian-
gulacija domene Ω =
⋃nt
i=1 Ti, £e je presek dveh trikotnikov, ki se stikata, bodisi
to£ka bodisi rob.
Od tod lahko dobimo precej razli£nih triangulacij, tudi take, ki so sestavljene
iz ve£ lo£enih trikotnikov in take z luknjami. Mnoºico vseh vozli²£ triangulacije ∆
ozna£imo z V , njeno mo£ pa z nv. Vozli²£em, ki so na robu triangulacije, pravimo
robna vozli²£a triangulacije, ostalim pa notranja vozli²£a. Podobno ozna£imo
mnoºico vseh robov triangulacije z E in njeno mo£ z ne. e rob leºi na robu tri-
angulacije, mu pravimo zunanji rob, sicer pa notranji rob triangulacije. Dva
primera triangulacij lahko vidimo na sliki 4.
Slika 4: Dve razli£ni triangulaciji.
Znotraj triangulacije bomo potrebovali ²e posebne mnoºice, ki jim pravimo
zvezde.
Deﬁnicija 2.6. Naj bo v vozli²£e v triangulaciji ∆. Zvezdo vozli²£a v ozna£imo s
star(v) := star1(v) in jo deﬁniramo kot mnoºico vseh trikotnikov iz triangulacije ∆,
ki vsebujejo vozli²£e v. Rekurzivno deﬁniramo mnoºico stari(v) kot mnoºico vseh
tistih trikotnikov, ki imajo neprazen presek s kak²nim trikotnikom iz stari−1(v). Na
isti na£in deﬁniramo star0(T ) = T in stari(T ) =
⋃{star(v); v ∈ stari−1(T )}.
O£itno velja star1(v) ⊆ star2(v) ⊆ star3(v) . . . Veriga se kon£a, ko pokrijemo vse
trikotnike v triangulaciji, ki so med seboj povezani.
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2.5 Odvodi
Pri analizi gladkosti trikotnih krp zaradi baricentri£nih koordinat ne uporabljamo
parcialnih odvodov ampak smerne odvode.
Deﬁnicija 2.7. Naj bo Ω deﬁnicijsko obmo£je trikotne krpe in u1,u2 to£ki iz Ω, za-
pisani v baricentri£nih koordinatah. Njuna razlika je vektor d, ki ga z baricentri£nimi
koordinatami zapi²emo kot d = u2 − u1 = (d, e, f). Zaradi uporabe baricentri£nih
koordinat za njegove komponente velja d+ e+ f = 0. Smerni odvod ploskve p(u)
v smeri d je deﬁniran kot
Ddp(u) = d pu(u) + e pv(u) + f pw(u).





























Podobno bi izra£unali ²e parcialna odvoda glede na v in w. e sedaj uporabimo mul-





(d bi+e1 + e bi+e2 + f bi+e3)B
n−1
i (u). (2.8)
Izraz v oklepaju je enak enemu koraku de Casteljaujevega algoritma na vektorju d.







e postopek nadaljujemo, pridemo do naslednjega rezultata.









kjer so bri(d) deﬁnirane v (2.5).
Dokaz. Dokaz naredimo z indukcijo na r. Za r = 0 formula velja, saj dobimo
ravno za£etno ploskev p(u). Prav tako smo formulo izpeljali za r = 1. Sedaj
predpostavimo, da formula velja za r − 1. Velja torej
Dr−1d p(u) =
n!







Zgornji izraz ²e enkrat odvajamo v smeri vektorja d in uporabimo izpeljavo (2.8)
ter dobimo
Drdp(u) =
(n− r + 1)n!

















pri £emer smo uporabili (2.4).










































Vidimo, da lahko smerni odvod stopnje r polinoma p(u) v smeri vektorja d dobimo
tudi tako, da najprej naredimo n − r korakov de Casteljaujevega algoritma glede
na u, nato pa ²e r korakov glede na d. Podobne formule dobimo tudi za me²ane
smerne odvode. Naj bosta d1 in d2 vektorja. Zapi²imo smerni odvod p(u) stopnje









Na pravkar dobljenem izrazu ²e enkrat uporabimo formulo (2.10) za vektor d1 in
odvod stopnje r. Od tod sledi, da smerni odvod p(u) stopnje r v smeri d1 in stopnje
















Zgornja ena£ba nam pove, da me²ani smerni odvod dobimo z izvajanjem de Caste-
ljaujevega algoritma na slede£ na£in: naredimo r korakov algoritma glede na d1, s
korakov glede na d2, nato pa ²e n − r − s korakov glede na u. Vrstni red korakov
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2.6 Gladkost v vozli²£u
Sedaj si poglejmo, kako lahko izrazimo me²ane odvode v posameznem vozli²£u tri-
kotnika T (v1,v2,v3). Ugotovimo lahko, da za me²ane odvode v vozli²£u trikotnika
potrebujemo le dolo£ene Bézierjeve ordinate, ki pripadajo domenskim to£kam v di-
sku okoli vozli²£a. V pomo£ nam bo spodnja lema, ki jo lahko dokaºemo z dvojno
indukcijo. Ker je dokaz dalj²i, ga na tem mestu ne bomo naredili, lahko pa ga
najdemo v dodatku vira [2].
Lema 2.9. Naj bosta a in b nenegativni celi ²tevili ter
M(a, b) := {(i, j); i = 0, . . . , a, j = 0, . . . , b}
mnoºica nenegativnih parov celih ²tevil. Naj bosta f in g funkciji v dveh spremen-



























(−1)m+nf(m,n) za vsak (i, j) ∈M(a, b).
Dokaºimo sedaj spodnjo trditev.
Trditev 2.10. Naj bo T (v1,v2,v3) trikotnik, p polinom stopnje n nad T in 0 ≤
ρ ≤ n. Potem lahko mnoºico me²anih smernih odvodov {Drv2−v1Dsv3−v1p(v1)}r+s≤ρ
izra£unamo le s pomo£jo koeﬁcientov polinoma p, ki pripadajo domenskim to£kam iz
diska DTρ (v1). Poleg tega velja
|Drv2−v1Dsv3−v1p(v1)| ≤
2r+sn!
(n− r − s)! maxξ∈DTr+s(v1)
|bξ| za vsak r + s ≤ ρ (2.12)
in
|bξ| ≤ 2ρ max
r+s≤ρ
|Drv2−v1Dsv3−v1p(v1)| za vsak ξ ∈ DTρ (v1). (2.13)
Podobno velja za vozli²£i v2 in v3.
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Dokaz. Za izra£un me²anega odvoda v v1 uporabimo formulo (2.11) in ustrezno
vstavimo vrednosti v2 − v1 = bar(−1, 1, 0) in v3 − v1 = bar(−1, 0, 1). Uporabili
bomo izpeljavo





k (1, 0, 0)
=
(n− r − s)!
(n− r − s)! 0! 0!1
n−r−s · 00 · 00bi+j+(n−r−s,0,0)
= bi+j+(n−r−s)e1 . (2.14)


















k (1, 0, 0)B
r
i (−1, 1, 0)Bsj(−1, 0, 1)
=
n!












































V tretji vrstici izpeljave smo upo²tevali dejstvo, da dobimo neni£elne vrednosti v
vsoti takrat, ko je i3 = 0 in j2 = 0. Zgornji izra£un velja za vsak 0 ≤ r + s ≤ n.
Sledi, da vse domenske to£ke, ki pripadajo koeﬁcientom me²anega odvoda, leºijo v



















e upo²tevamo ²e binomski izrek








je s tem zaklju£en dokaz to£ke (2.12). Za drugi del dokaza uporabimo lemo 2.9 na
















e sedaj ocenimo |bξ| za vsak ξ ∈ DTρ (v1), s podobnimi ocenami kot prej dobimo ²e
to£ko (2.13).
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Poglejmo si ²e koristno posledico zgornje trditve.
Posledica 2.11. Naj bo T (v1,v2,v3) trikotnik, p(x, y) polinom stopnje n nad T ,
0 ≤ ρ ≤ n in 0 ≤ i ≤ 3. Potem lahko mnoºico me²anih smernih odvodov
{DrxDsyp(vi)}r+s≤ρ izra£unamo le s pomo£jo koeﬁcientov p, ki pripadajo domenskim
to£kam iz diska DTρ (vi). Naj bo ρT polmer v£rtane kroºnice trikotnika T in |T |
dolºina njegove najdalj²e stranice. Potem velja ²e
|DrxDsyp(vi)| ≤
n!
(n− r − s)!ρr+sT
max
ξ∈DTr+s(vi)





2ν |T |ν max
r+s=ν
|DrxDsyp(v1)| za vsak ξ ∈ DTρ (vi). (2.17)
Dokaz. Naj imajo vozli²£a trikotnika T kartezi£ne koordinate vi = (xi, yi). Posledico
bomo dokazali za vozli²£e v1, za ostali dve gre podobno. Najprej izrazimo enotska
vektorja v smeri x in y s smernimi koordinatami glede na trikotnik T . Enotski vektor
v smeri x osi je enak (1, 0)−(0, 0). Naj ima baricentri£ne koordinate a = (a1, a2, a3).
Za izra£un baricentri£nih koordinat to£k (1, 0) in (0, 0) uporabimo formulo (2.2).
Tako dobimo
(a1, a2, a3) =
1
2AT
(y2 − y3, y3 − y1, y1 − y2).
Enotski vektor v smeri y osi je (0, 1)− (0, 0). Zapi²imo ga z baricentri£nimi koordi-
natami a˜ = (a˜2, a˜2, a˜3). Podobno kot prej uporabimo formulo (2.2) in dobimo
(a˜2, a˜2, a˜3) =
1
2AT
(x3 − x2, x1 − x3, x2 − x1).
Po trditvi (2.10) sedaj sledi, da lahko mnoºico odvodov {DrxDsyp(v1)}r+s≤ρ izra£u-
namo le s pomo£jo koeﬁcientov p, ki pripadajo domenskim to£kam iz diska DTρ (v1).
Poglejmo si, kako lahko omejimo baricentri£ne koordinate a in a˜. Znotraj trikotnika





o · ρT . (2.18)
Izra£unajmo obseg in ga ocenimo,
o =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2+
√
(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2+
√
(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2.
O£itno velja
o ≥ |x2 − x1|+ |x3 − x2|+ |x3 − x1| in o ≥ |y2 − y1|+ |y3 − y2|+ |y3 − y1|.
e uporabimo zgornjo oceno, lahko ocenimo
|a1|+ |a2|+ |a3| = 1
2AT
(|y2 − y3|+ |y3 − y1|+ |y1 − y2|) ≤ 1
2AT
· o,
|a˜1|+ |a˜2|+ |a˜3| = 1
2AT




Od tod po (2.18) sledi
|a1|+ |a2|+ |a3| ≤ 1
ρT
,
|a˜1|+ |a˜2|+ |a˜3| ≤ 1
ρT
. (2.19)















Znotraj vsote izvedemo r+s korakov de Casteljaujevega algoritma, kjer so koeﬁcienti
vsakega novega koraka omejeni s prej²njim korakom in 1/ρT . Bézierjeve ordinate pa
so omejene z najve£jo, ki pripada domenskim to£kam znotraj diska DTr+s(v1). Od
tod sledi to£ka (2.16). Za dokaz druge neenakosti najprej izrazimo smerne odvode
Dv2−v1p(v1) = (x2 − x1)Dxp(v1) + (y2 − y1)Dyp(v1),
Dv3−v1p(v1) = (x3 − x1)Dxp(v1) + (y3 − y1)Dyp(v1),
















(x3 − x1)j(y3 − y1)s−jDjxDs−jy p(v1).
Vsakega izmed £lenov v produktu |x2 − x1|i|y2 − yi|r−i|x3 − x1|j|y3 − y1|s−j lahko
















2.7 Gladek spoj dveh trikotnikov
Poglejmo si trikotnika T1(v1,v2,v3) in T2(v4,v3,v2) s skupnim robom e = ⟨v3,v2⟩.
Naj bodo (u, v, w) baricentri£ne koordinate glede na trikotnik T1 ter (uˆ, vˆ, wˆ) bari-
centi£ne koordinate glede na trikotnik T2. Na trikotniku T1 i²£emo polinom p stopnje
n v obliki





ijk(u, v, w), (2.20)
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na trikotniku T2 pa polinom pˆ v obliki





ijk(uˆ, vˆ, wˆ). (2.21)
Na skupnem robu se morata ta dva polinoma zaradi zveznosti ujemati. Ker smo na
robu e = ⟨v3,v2⟩, tam velja u = 0 in uˆ = 0. e poleg tega izrazimo baricentri£ne
koordinate na trikotniku T2 z baricentri£nimi koordinatami na trikotniku T1, pa na













Od tod sledi, da je pogoj za zveznost
bˆ0ij = b0ji, i+ j = n.
Sedaj si poglejmo pogoje za vi²jo gladkost. Brez ²kode za splo²nost lahko pogledamo
le smerni odvod v smeri v4 − v2, saj se smerna odvoda polinomov p in pˆ v smeri
v3 − v2 o£itno ujemata v vsaki to£ki roba e. Smerni odvodi v vseh ostalih smereh
pa so linearne kombinacije smernih odvodov v smeri v4 − v2 in v3 − v2. Naj bodo
a = (a1, a2, a3) baricentri£ne koordinate to£ke v4 glede na trikotnik T1. Smer v4−v2
lahko v baricentri£nih koordinatah zapi²emo kot d = (a1, a2−1, a3) glede na trikotnik
T1 in dˆ = (1, 0,−1) glede na trikotnik T2. Smerna odvoda polinomov p in pˆ stopnje
















0ij(d), i+ j = n− r.






































































































Kon£ni pogoj za gladkost stopnje s je torej
bˆm,j,n−j−m = bm0,n−j−m,j(a), j = 0, . . . , n−m, m = 0, . . . , s.
e to zapi²emo druga£e, dobimo
bˆr,j,k = b
r
0,k,j(a), j + k = n− r, r = 0, . . . , s.
Od tod po formuli za izra£un (2.5) sledi naslednja trditev.
Trditev 2.12. Vzemimo trikotnika T1(v1,v2,v3) in T2(v4,v3,v2) s skupnim robom
e = ⟨v3,v2⟩. Na vsakem trikotniku i²£emo polinoma v obliki (2.20) in (2.21). Naj
bo d smer, ki ni vzporedna robu e in naj bodo a baricentri£ne koordinate to£ke v4
glede na trikotnik T1. Potem velja, da se trikotnika preko roba e ujemata z gladkostjo






νµκ(a), j + k = n− r, r = 0, . . . , s.
Sedaj si spet poglejmo trikotnika T1(v1,v2,v3) in T2(v4,v3,v2) s skupnim robom
e = ⟨v3,v2⟩. Spomnimo se njunih predstavitev (2.20) in (2.21). Polinom p in
koeﬁcienti bijk pripadajo trikotniku T1, polinom pˆ in koeﬁcienti bˆijk pa trikotniku
T2. Predpostavimo, da se polinoma p in pˆ na robu e stikata s Cr gladkostjo. Po
pravkar dokazani trditvi 2.12 vemo, kako dobimo koeﬁciente bˆijk. Izkaºe pa se, da
je to stabilen proces, kar dokazuje naslednja lema.
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Lema 2.13. Vzemimo trikotnika T1 in T2 s skupnim robom ter polinoma p in pˆ taka,
kot v trditvi 2.12, ki se preko skupnega roba stikata z gladkostjo reda s. Predposta-
vimo, da koeﬁciente {brjk}0≤r≤s poznamo in da so omejeni s C := max0≤r≤s |brjk|.
Potem lahko koeﬁciente {bˆrjk}0≤r≤s polinoma pˆ izra£unamo po formuli iz omenjene
trditve. Poleg tega so izra£unani koeﬁcienti omejeni s KC, kjer je K konstanta,
odvisna le od najmanj²ega kota θ∆ v triangulaciji ∆ := {T1, T2}.











Ker so a = (a1, a2, a3) baricentri£ne koordinate to£ke v4 glede na trikotnik T1, jih
lahko dobimo iz formule (2.3). Naj bosta e in f poljubna dva robova trikotnika T










kjer je θT najmanj²i kot v trikotniku T . Vsaka izmed baricentri£nih koordinat |ai|
je torej omejena s konstanto, ki je odvisna le od kota θ∆. Torej velja
|bˆr,j,k| ≤ KC,
kjer je K konstanta, ki je odvisna le od najmanj²ega kota v triangulaciji ∆. Sledi,
da je max0≤r≤s |bˆr,j,k| ≤ KC.
3 Zlepki
V prej²njih poglavjih smo ºe ugotovili, da je Bernstein-Bézierjeva predstavitev po-
linomov dveh spremenljivk s pomo£jo Bézierjevih ordinat priro£na zaradi hitrega
ra£unanja vrednosti in stabilnosti. Vsak tak polinom dolo£ajo le njegove Bézierjeve
ordinate. Tako predstavitev bi radi imeli tudi za zlepke.
Deﬁnicija 3.1. Naj bo ∆ triangulacija obmo£ja Ω ⊂ R2. Prostor zveznih zlep-
kov stopnje n deﬁniramo kot
Sn(∆) := {s ∈ C(Ω); s|T ∈ Πn, T ∈ ∆}. (3.1)
Vsak trikotnik v triangulaciji ima svojo mnoºico domenskih to£k Dn,T . Domen-





Pri tem so domenske to£ke trikotnikov, ki si delijo skupen rob, enake in v zgornji
uniji vklju£ene le enkrat. Na vsakem trikotniku T ∈ ∆ lahko enoli£no zapi²emo
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polinom, ki dolo£a zlepek na tem trikotniku. Na trikotniku T je polinom enoli£no
dolo£en z Bézierjevimi ordinatami {bξ}ξ∈Dn,T , ki pripadajo domenskim to£kam Dn,T .
Vsak zlepek, zoºen na trikotnik T , lahko predstavimo v Bernstein-Bézierjevi obliki





ξ (u, v, w), (3.3)
kjer so Bnξ (u, v, w) Bernsteinovi bazni polinomi stopnje n, ki pripadajo trikotniku T
in (u, v, w) baricentri£ne koordinate glede na trikotnik T . Zaradi zveznosti zlepka s
velja, da so Bézierjeve ordinate, ki pripadajo domenskim to£kam dveh trikotnikov
s skupnim robom v triangulaciji, enake. Zvezni zlepek je torej enoli£no dolo£en
preko vseh Bézierjevih ordinat na posameznih trikotnikih. Mnoºici vseh Bézierjevih
ordinat zlepka s pravimo B-koeﬁcienti. Od tod sledi naslednji izrek.
Izrek 3.2. Vsak zlepek s ∈ Sn(∆) je enoli£no dolo£en z mnoºico svojih B-koeﬁcien-
tov {bξ}ξ∈Dn,∆.
e B-koeﬁciente zlepka s uredimo v nekem to£no dolo£enem vrstnem redu, za
njegovo predstavitev potrebujemo le en vektor b. Za ra£unalni²ko predstavitev
zlepka in ra£unanje z njim torej potrebujemo le shranjeno triangulacijo in vektor
B-koeﬁcientov. e ºelimo izra£unati vrednost zlepka s v to£no dolo£eni to£ki v ∈ Ω,
lahko sledimo spodnjemu postopku ([5]).
1. Poi²£i trikotnik T znotraj triangulacije ∆, ki vsebuje to£ko v.
2. Znotraj vektorja B-koeﬁcientov b poi²£i Bézierjeve ordinate, ki pripadajo s|T .
3. Izra£unaj baricentri£ne koordinate to£ke v glede na trikotnik T .
4. S pomo£jo de Casteljaujevega algoritma izra£unanaj vrednost s(v) glede na
izra£unane baricentri£ne koordinate in Bézierjeve ordinate.
e je to£ka v ogli²£e trikotnika, potem lahko zadnja dva koraka presko£imo, saj je
s(v) kar enaka vrednosti Bézierjeve ordinate, ki pripada domenski to£ki v. e se
to£ka v nahaja na skupnem robu dveh trikotnikov, si lahko za ra£unanje izberemo
enega izmed obeh, saj se mora zaradi zveznosti vrednost ujemati. Na podoben na£in
lahko izra£unamo tudi smerne odvode v to£ki s(v).
Sedaj si poglejmo dimenzijo prostora zveznih zlepkov. Ker je le ta enoli£no
dolo£en s svojimi B-koeﬁcienti, je njegova dimenzija enaka velikosti mnoºice njegovih
B-koeﬁcientov.
Izrek 3.3. Naj bo ∆ triangulacija poligonskega obmo£ja v ravnini. Naj bodo nv, ne
in nt ²tevilo vozli²£, robov in trikotnikov v triangulaciji. Potem velja






Dokaz. Ker je zvezni zlepek s ∈ Sn(∆) enoli£no dolo£en z mnoºico svojih B-koeﬁci-
entov, je dimenzija prostora zlepkov enaka velikosti mnoºice njegovih B-koeﬁcientov.
Teh je ravno toliko, kot je vseh domenskih to£k triangulacije ∆. Na enem trikotniku
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domenskih to£k. Znotraj vsakega trikotnika se v
vozli²£ih nahajajo 3 domenske to£ke. Na vsakem robu se nahaja n + 1 domenskih
to£k. e od²tejemo dve, ki se nahajata v vozli²£ih, dobimo n − 1 domenskih to£k.
Ostanejo nam ²e domenske to£ke znotraj trikotnika. Teh je
(n+ 2)(n+ 1)
2








Ker so domenske to£ke na skupnem robu dveh trikotnikov oziroma v vozli²£ih enake
in smo jih znotraj mnoºice domenskih to£k triangulacije ²teli le enkrat, je izrek
dokazan.
Sedaj konstruirajmo in nari²imo bazo zveznih zlepkov Sn(∆). Za vsak ξ ∈ Dn,∆
naj bo bazni zlepek ψξ ∈ Sn(∆) predstavljen s svojimi B-koeﬁcienti:
bµ = δξ,µ za vsak µ ∈ Dn,∆.
Uporabili smo bazo, ki je opisana v [5], tam pa prav tako najdemo postopek za
risanje primerov. Na sliki 5 prikaºemo tri bazne kubi£ne zlepke nad triangulacijo
domene [0, 1]× [0, 1].
Slika 5: Triangulacija in primeri baznih zlepkov prostora S3,∆ nad njo.
Za zlepke poleg zveznosti pogosto zahtevamo ²e gladkost nekega reda. Na ob-
mo£ju Ω in njegovi triangulaciji ∆ deﬁniramo prostor gladkih zlepkov reda r
in stopnje n kot
Srn(∆) := Sn(∆) ∩ Cr(Ω).
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V£asih potrebujemo tudi prostore, kjer imajo samo nekatera vozli²£a iz triangulacije
vi²jo stopnjo gladkosti. Naj bo T trikotnik iz triangulacije, ki vsebuje vozli²£e v. e
imajo vsi polinomi s|T skupne odvode do reda ρ v vozli²£u v, pravimo, da je zlepek
s ∈ Sn(∆) Cρ gladek v vozli²£u v. Pi²emo s ∈ Cρ(v).
Deﬁnicija 3.4. Naj bo V = {v1, . . . ,vnv} mnoºica vozli²£ triangulacije ∆ in 0 ≤
r ≤ ρ ≤ n. Prostor superzlepkov je mnoºica
Sr,ρn (∆) := {s ∈ Srn(∆); s ∈ Cρ(v) za vsak v ∈ V}.
Za vsako vozli²£e iz triangulacije zahtevamo enako stopnjo supergladkosti. Lahko
pa bi za vsako vozli²£e deﬁnirali druga£no stopnjo gladkosti. V tem primeru bi bila
ρ mnoºica ρ := {ρv}v∈V , veljalo pa bi s ∈ Cρv(v).
V lu£i trditve 2.12 lahko pogledamo na prostor gladkih zlepkov tudi druga£e.
Pogoje za gladek spoj dveh trikotnikov namre£ poznamo. Vzemimo trikotnika
T1(v1,v2,v3) in T2(v4,v3,v2) s skupnim robom e = ⟨v3,v2⟩. Fiksirajmo 0 ≤ r ≤
j ≤ n. Za vsak zlepek s ∈ Sn(∆) deﬁniramo funkcional




Pri tem so bijk B-koeﬁcienti zlepka s|T1 in bˆijk B-koeﬁcienti zlepka s|T2 , Bernsteinovi
polinomi Bˆrνµκ pa pripadajo s|T2 . Funkcionalu τ rj,e pravimo funkcional gladkosti
reda r, pripadajo£i domenski to£ki ξT1r,n−j,j−r pa vrh funkcionala. Funkcional
smo dobili iz pogojev gladkosti tako, da smo vozli²£e v1 zapisali z baricentri£nimi
koordinatami glede na trikotnik T2. O£itno zaradi trditve 2.12 velja, da je zlepek
s ∈ Sn(∆) na robu e Cd gladek natanko tedaj, ko velja τ rj,es = 0 za vsak r = 1, . . . , d
in vsak j = r, . . . , n.
Deﬁnicija 3.5. Naj bo T mnoºica funkcionalov oblike (3.4), kjer se sprehodimo po
vseh orientiranih robovih triangulacije ∆. Potem deﬁniramo pripadajo£i prostor
gladkih zlepkov kot
STn (∆) := {s ∈ Sn(∆); τs = 0 za vsak τ ∈ T }.
e sedaj pogledamo celotno triangulacijo ∆ in za vse robove dolo£imo funk-
cionale gladkosti, se lahko zgodi, da so nekateri pogoji odve£ni. Primer tega so
trikotniki, ki si delijo skupno vozli²£e.
Primer 3.6. Poglejmo si triangulacijo ∆, ki je sestavljena iz treh trikotnikov
T1(v,v1,v2), T2(v,v2,v3), T3(v,v3,v1), ki si delijo skupno vozli²£e v. Triangulacijo
prikaºemo na sliki 6. Za vsak i = 1, 2, 3 ozna£imo notranje robove z ei = ⟨v,vi⟩ in
B-koeﬁciente, ki pripadajo domenskim to£kam vi z bi, bv pa naj pripada domenski
to£ki v. Sedaj nad dano triangulacijo opi²emo zlepek s ∈ S1 stopnje 1 in gladkosti
reda 1. Izberemo si baricentri£ne koordinate to£ke v1 glede na trikotnik T2 in jo
zapi²emo kot v1 = a1v + a2v2 + a3v3. Iz pogojev za gladkost na robu e3 sedaj po







Slika 6: Triangulacija iz treh trikotnikov.

















Prva ena£ba predstavlja zapis to£ke v2 z baricentri£nimi koordinatami glede na tri-


















Tukaj prva ena£ba predstavlja baricentri£no predstavitev to£ke v3 na trikotniku T1,
druga ena£ba pa pogoje za gladkost na robu e2. Primer torej pokaºe, da iz pogojev
gladkosti na enem robu triangulacije takoj sledi gladkost tudi na drugih dveh.
Tudi prostor superzlepkov bi radi opisali s pomo£jo funkcionalov oblike (3.4).
Zato si poglejmo ²e gladkost v posameznem vozli²£u.
Lema 3.7. Naj bo s ∈ Sn(∆). Naj bo v vozli²£e triangulacije ∆ in naj bodo e1, . . . em
notranji robovi triangulacije, ki vsebujejo vozli²£e v. Naj za vsak i = 1, . . . ,m velja
τ rj,eis = 0, 1 ≤ r ≤ ρ in r ≤ j ≤ ρ. (3.5)
Potem je s ∈ Cρ(v).
Dokaz. e vzamemo B-koeﬁciente zlepka s ∈ Sn(∆), ki pripadajo domenskim to£-
kam znotraj diska Dρ(v), jih lahko gledamo tudi kot B-koeﬁciente zlepka g ∈ Sρ(∆).
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Zlepek s pripada Cρ(v) natanko tedaj, ko imajo vsi polinomi s|T skupne odvode do
reda ρ v vozli²£u v. Pri tem so T trikotniki iz triangulacije, ki si delijo vozli²£e v.
To pa velja natanko tedaj, ko imajo vsi polinomi g|T skupne odvode do reda ρ v
vozli²£u v. Ker je g stopnje ρ, lahko to velja le takrat, ko je g en sam polinom.
Zlepek g pa je lahko sestavljen le iz enega polinoma natanko tedaj, ko na vseh no-
tranjih robovih, ki se drºijo vozli²£a v, velja gladkost reda ρ. e sedaj B-koeﬁciente
g zopet pogledamo kot del B-koeﬁcientov zlepka s, to velja natanko tedaj, ko velja
(3.5).
Sedaj si poglejmo trditev, ki pojasni, da so lahko nekateri pogoji pri dolo£anju
gladkosti v vozli²£u odve£ni.
Trditev 3.8. Naj bo s ∈ Sn(∆) ∩ Cρ(v) za neko vozli²£e v in T1, . . . Tm trikotniki
iz triangulacije ∆, ki si delijo vozli²£e v. Potem lahko B-koeﬁciente zlepka s, ki
pripadajo domenskim to£kam iz Dρ(v) ∩ T1 nastavimo na poljubne vrednosti, vsi
ostali koeﬁcienti glede na domenske to£ke iz Dρ(v) pa bodo sledili iz pogojev gladkosti.
Dokaz. Kot smo opazili v dokazu leme 3.7, lahko na koeﬁciente zlepka s, ki pripa-
dajo domenskim to£kam iz diska Dρ(v)∩T1, gledamo kot na koeﬁciente polinoma g
stopnje ρ. Ker so Bernsteinovi polinomi baza prostora polinomov, lahko te koeﬁci-
ente polinoma g nastavimo na poljubne vrednosti. Po posledici 2.11 velja, da lahko
potem vse smerne odvode {DαxDβy g(v)}α+β≤ρ izra£unamo le s pomo£jo koeﬁcientov
g, ki pripadajo domenskim to£kam iz diska Dρ(v) ∩ T1. Ti smerni odvodi pa so
vklju£eni v pogoje gladkosti tudi na vseh drugih trikotnikih T2, . . . Tm.
3.1 Minimalna dolo£itvena mnoºica
Pokazali smo, da so zlepki s ∈ Sn(∆) enoli£no dolo£eni s svojimi B-koeﬁcienti. e
se ukvarjamo s prostorom zlepkov z gladkostjo dolo£ene stopnje, pa preko robov
triangulacije dolo£imo ²e pogoje gladkosti. Sedaj vseh B-koeﬁcientov ne moremo
ve£ prosto izbirati, saj so nekateri dolo£eni preko pogojev gladkosti. Tako dobimo
posebne mnoºice domenskih to£k, preko katerih so dolo£eni vsi B-koeﬁcienti zlepka.
Deﬁnicija 3.9. Naj bo S linearen podprostor zlepkov Sn(∆), ki ga dobimo tako, da
preko robov triangulacije ∆ zahtevamo nekatere pogoje gladkosti. Naj bo Γ ⊆ Dn,∆
taka mnoºica, da za zlepek s ∈ S in bξ = 0 za vsak ξ ∈ Γ sledi s ≡ 0. Potem
mnoºici Γ pravimo dolo£itvena mnoºica za S. Dolo£itveni mnoºici M za S,
ki ima najmanj²o mo£ izmed vseh dolo£itvenih mnoºic za S, pravimo minimalna
dolo£itvena mnoºica.
Eno dolo£itveno mnoºico za S zagotovo imamo, to je kar mnoºica vseh domenskih
to£k Dn,∆. Vendar pa je v splo²nem zagotovo kak²na mnoºica z manj²o kardinalno-
stjo. Minimalne dolo£itvene mnoºice so zanimive tudi zato, ker lahko njihovo mo£
poveºemo z dimenzijo prostora S.
Trditev 3.10. Naj bo S m-dimenzionalni podprostor prostora zlepkov Sn(∆). Naj
bo Γ dolo£itvena mnoºica za podprostor S. Potem je m ≤ |Γ|. e je mnoºica M
dolo£itvena mnoºica za S in je m = |M|, pa je M minimalna dolo£itvena mnoºica
za S.
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Dokaz. Naj bo γξ za vsak ξ ∈ Dn,∆ tak linearen funkcional na Sn(∆), ki domenski
to£ki ξ priredi njen pripadajo£i B-koeﬁcient. Velja torej γξs = bξ. Naj boB1, . . . , Bm





Sedaj predpostavimo, da je Γ dolo£itvena mnoºica za S z mo£jo |Γ| < m. Od tod
sledi, da ima sistem
m∑
j=1
ajγξBj = 0, ξ ∈ Γ,
vsaj eno netrivialno re²itev. To pa je v nasprotju z linearno neodvisnostjo baze
B1, . . . , Bm. Dokazali smo, da velja m ≤ |Γ|. e ima dolo£itvena mnoºica M za S
mo£ enako m, je torej minimalna.
V splo²nem je teºko konstruirati minimalno dolo£itveno mnoºico za prostor zlep-
kov S, saj tudi dimenzije prostora pogosto ne vemo. Da bi si to nalogo olaj²ali,
vpeljemo ²e dodatno deﬁnicijo.
Deﬁnicija 3.11. Naj boM dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov S ⊆ Sn(∆). Naj
velja, da lahko z dolo£itvijo B-koeﬁcientov {bξ}ξ∈M dobimo vse ostale B-koeﬁciente
za zlepek s ∈ S, poleg tega pa so izpolnjeni vsi pogoji gladkosti, ki smo jih dolo£ili
za S. Potem pravimo, da je mnoºica M konsistentna.
S pomo£jo te deﬁnicije dobimo pomemben rezultat za konstrukcijo minimalne
dolo£itvene mnoºice.
Trditev 3.12. Naj bo M konsistentna dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov S ⊆
Sn,∆. Potem je M minimalna.
Dokaz. Za vsak ξ ∈ M naredimo zlepek sξ tako, da dolo£imo nekatere njegove B-
koeﬁciente kot bξ = 1 in bµ = 0, kjer je µ ∈ M in µ ̸= ξ. Ker je M konsistentna
mnoºica za S, lahko vse preostale B-koeﬁciente sξ dolo£imo s pomo£jo ºe deﬁniranih,
izpolnjeni pa so tudi vsi pogoji gladkosti za prostor zlepkov S. Naj bodo γξ zopet
linearni funkcionali, ki zlepku s ∈ S priredijo B-koeﬁcient bξ. Potem velja
γξsµ = δξ,µ, ξ ∈M.
Velja torej, da so sξ linearno neodvisni. Naj bo dimS = m. Ker so {sξ}ξ∈M
linearno neodvisni, mora veljati, da je m ≥ |M|. Po drugi strani pa je po trditvi
3.10 m ≤ |M|, saj je M dolo£itvena mnoºica za S. Velja torej, da je |M| = m, od
tod pa po isti trditvi sledi, da je M minimalna.
Sedaj si poglejmo, kdaj pravimo, da je minimalna dolo£itvena mnoºica stabilna in
lokalna. e imamo minimalno dolo£itveno mnoºicoM za S, lahko vse B-koeﬁciente
zlepkov iz S dolo£imo s tistimi, ki so povezani z domenskimi to£kami iz mnoºice
M in z izpolnitvijo pogojev gladkosti. Naj bo ξ ∈ M. Pravimo, da je koeﬁcient
bµ odvisen od bξ, £e sprememba bξ povzro£i spremembo bµ. Mnoºico vseh takih
domenskih to£k zapi²emo kot
Γµ = {ξ ∈M; bµ je odvisen od bξ}.
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Deﬁnicija 3.13. Naj bo M minimalna dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov
S ⊆ Sn(∆). Naj bo Tµ trikotnik, ki vsebuje domensko to£ko µ. Pravimo, da je M
lokalna, £e obstaja tako celo ²tevilo ℓ, neodvisno od triangulacije ∆, da je
Γµ ⊆ starℓ(Tµ) za vsak µ ∈ Dn,∆ \M.
Pravimo, da jeM stabilna, £e obstaja konstanta K, odvisna le od ℓ in najmanj²ega
kota v triangulaciji θ∆, da velja
|bµ| ≤ Kmax
ξ∈Γµ
|bξ| za vsak µ ∈ Dn,∆ \M.
Sedaj si poglejmo, kako lahko konstruiramo bazo zlepkov prostora S. e je
M minimalna dolo£itvena mnoºica za S, je dimenzija prostora zlepkov enaka mo£i
mnoºice M. Naj bo γξ funkcional, ki zlepku s priredi pripadajo£ B-koeﬁcient bξ.
Potem za vsak ξ ∈M obstaja tak enoli£no dolo£en zlepek ψξ ∈ S, da velja
γµψξ = δµ,ξ za vsak µ ∈M. (3.6)
Ker je ²tevilo zlepkov ψξ enako dimenziji prostora zlepkov S in so o£itno linearno
neodvisni, tvorijo bazo za S. Taki bazi pravimo tudi M-baza. e je mnoºica M
lokalna in stabilna, potem lahko o tej bazi povemo ²e ve£.
Trditev 3.14. Naj bo M stabilna in lokalna minimalna dolo£itvena mnoºica za
prostor zlepkov S ⊆ Sn(∆). Pri tem je ∆ triangulacija obmo£ja Ω ⊂ R2. Naj bodo
zlepki {ψξ}ξ∈M oblike (3.6). Potem velja
1. ∥ψξ∥Ω ≤ K,
2. supp(ψξ) ⊆ starℓ(Tξ), kjer je Tξ trikotnik, ki vsebuje domensko to£ko ξ.
Pri tem je ℓ konstanta iz deﬁnicije lokalnosti M, K konstanta, ki je odvisna samo
od ℓ in najmanj²ega kota v triangulaciji ∆ ter supp(ψξ) nosilec zlepka ψξ.
Dokaz. Fiksirajmo ξ ∈ M. Po deﬁniciji zlepka ψξ so zato vsi njegovi B-koeﬁcienti,
ki pripadajo domenskim to£kam µ ∈ M, enaki 0, razen bξ, ki je enak 1. Ker
je M minimalna dolo£itvena mnoºica, se da vse preostale B-koeﬁciente zlepka ψξ
izra£unati iz tistih iz M. Ti koeﬁcienti so bµ, kjer je µ ∈ Dn,∆ \ M. Ker je
M lokalna, po deﬁniciji velja Γµ ⊆ starℓ(Tµ). Od tod sledi, da so vsi koeﬁcienti
bµ, kjer je µ izven mnoºice starℓ(Tξ), ni£elni. Torej je nosilec zlepka ψξ vsebovan
v starℓ(Tξ). S tem je to£ka 2 dokazana. Ker je M tudi stabilna mnoºica, velja
|bµ| ≤ Kmaxξ∈Γµ |bξ|. V na²em primeru je ta maksimum vedno manj²i ali enak 1,
zato velja |bµ| ≤ K. Sedaj se postavimo na en trikotnik T iz triangulacije. Tam













Upo²tevali smo nenegativnost Bernsteinovih baznih polinomov in lastnost particije
enote. Ker to velja za vsak trikotnik iz triangulacije obmo£ja Ω, dobimo ∥ψξ∥Ω ≤ K
in s tem dokaºemo ²e prvo to£ko trditve.
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Do sedaj smo na zlepke gledali iz perspektive B-koeﬁcientov in domenskih to£k.
Pogosto pa imamo v vozli²£ih triangulacije podane vrednosti in odvode do dolo£e-
nega reda. V ta namen gledamo posebne vozli²£ne parametre, ki jim pravimo tudi
parametri svobode.











To£ka t je nosilec funkcionala λ, εt pa je funkcional, ki funkciji priredi vrednost
v to£ki t. Naj bo N := {λi}ni=1 mnoºica funkcionalov opisane oblike. Pravimo, da
je N vozli²£na dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov S, £e velja, da iz λis = 0
za vsak i = 1, . . . , n, sledi s ≡ 0. e je N najmanj²a vozli²£na dolo£itvena mnoºica
za S, pravimo, da je minimalna.
Sedaj lahko nadaljujemo s podobnim razmi²ljanjem, kot pri minimalnih dolo-
£itvenih mnoºicah. Vozli²£na dolo£itvena mnoºica je minimalna natanko tedaj, ko
velja |N | = dimS. Dokaz te trditve najdemo v [4] in ga izpeljemo podobno kot
za minimalne dolo£itvene mnoºice. e za {λs}λ∈N dolo£imo poljubne vrednosti,
lahko torej z njihovo pomo£jo konstruiramo celoten zlepek, saj lahko izra£unamo
vse B-koeﬁciente.
Tudi za vozli²£ne dolo£itvene mnoºice lahko deﬁniramo lokalnost in stabilnost.
Deﬁnicija 3.16. Naj bo N minimalna vozli²£na dolo£itvena mnoºica za prostor
zlepkov S ⊆ Sn(∆). Naj bo najvi²ji red linearnih funkcionalov iz mnoºice N enak
m¯. Pravimo, da je N lokalna, £e obstaja tako celo ²tevilo ℓ, ki je neodvisno od
triangulacije ∆, da za vsak s ∈ S, T ∈ ∆ in ξ ∈ Dn,T velja, da lahko B-koeﬁcient bξ
zlepka s izra£unamo iz vozli²£nih podatkov za to£ke iz ΩT := starℓ(T ).
Pravimo, da je N stabilna, £e obstaja taka konstanta K, ki je odvisna le od ℓ









in |T | dolºina najdalj²e stranice v trikotniku T .
Naj boN := {λi}mi=1 minimalna vozli²£na dolo£itvena mnoºica za prostor zlepkov
S. Potem za vsak i = 1, . . . ,m obstaja tak enoli£no dolo£en zlepek φi ∈ S, da velja
λjφi = δi,j, j = 1, . . . ,m. (3.7)
tevilo funkcionalov φi je enako dimenziji prostora zlepkov S, saj je N minimalna
vozli²£na dolo£itvena mnoºica. O£itno za njih velja, da so linearno neodvisni, torej
tvorijo bazo za prostor zlepkov S. Bazi {φi}mi=1 pravimo N -baza.
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3.2 Makro-elementi
V praksi se pogosto ukvarjamo s prostori, ki nastanejo nad posebnimi triangulaci-
jami, ki jih dobimo tako, da vsak trikotnik razdelimo na ve£ manj²ih trikotnikov
na predpisan na£in. Tako iz originalne triangulacije ∆ dobimo ﬁnej²o triangula-
cijo ∆R. Naj bo sedaj N minimalna vozli²£na dolo£itvena mnoºica za tak prostor
S ⊆ Sn(∆R). Za vsak trikotnik T iz za£etne triangulacije ∆ deﬁniramo mnoºico
NT := {λ ∈ N ; nosilec λ je vsebovan v T}.
Pravimo, da je prostor S prostor makro-elementov (ang. macro-element space),
£e obstaja taka minimalna vozli²£na dolo£itvena mnoºica N za S, da lahko s|T
enoli£no dolo£imo iz {λs}λ∈NT za vsak T ∈ ∆.
V splo²nem pri iskanju prostorov makro elementov nimamo lahke naloge in mo-
ramo pogosto delati z zlepki, ki imajo v nekem vozli²£u vi²jo stopnjo gladkosti. e
trikotnik iz triangulacije razdelimo na manj²e, imamo namre£ omejitev zaradi zahte-
vane gladkosti preko notranjih robov trikotnika. Vzemimo trikotnik T (v1,v2,v3) iz
triangulacije. Naj za vsak trikotnik TR iz delitve velja, da je d ≥ 0 notranjih robov
povezanih z vozli²£em v1, na TR pa imamo zlepek s stopnje n in gladkosti reda r.
Potem lahko na robovih ⟨v1,v2⟩ in ⟨v1,v3⟩ neodvisno dolo£imo odvode do reda r
le, £e zahtevamo, da je s ∈ Cρ(v1), kjer je
ρ ≥
⌈




Dokaz najdemo v [4]. Prostore makro-elementov ponavadi opi²emo z minimalno
dolo£itveno mnoºico oziroma vozli²£no dolo£itveno mnoºico. Na ta na£in lahko
dolo£imo tudi njihovo dimenzijo. Za dolo£itveni mnoºici zahtevamo ²e stabilnost in
lokalnost. V nadaljevanju bomo pogledali nekaj primerov makro-elementov in bolj
podrobno opisali Clough-Tocherjevega.
3.2.1 Polinomski prostor makro-elementov
Naj bo ∆ triangulacija domene Ω ⊂ R2. Ozna£imo mnoºico vozli²£ triangulacije z
V in mnoºico robov z E . tevilo vozli²£ triangulacije ∆ ozna£imo z nv, ²tevilo robov
pa z ne. Poglejmo si spodnji prostor superzlepkov
S1,25 (∆) := {s ∈ S15 (∆); s ∈ C2(v) za vsak v ∈ V}.
Naslednji dve trditvi nam bosta povedali, kak²ni dolo£itveni mnoºici veljata za prav-
kar deﬁnirani prostor. Navedli jih bomo brez dokaza, ki pa ga lahko najdemo v [4].
Trditev 3.17. Naj bo za vsako vozli²£e v ∈ V trikotnik Tv nek trikotnik iz triangu-
lacije ∆, ki vsebuje v. Deﬁniramo mnoºico Mv := D2(v) ∩ Tv. Naj bo za vsak rob
e ∈ E trikotnik Te nek trikotnik iz triangulacije ∆, ki vsebuje rob e. Za vsak rob e
deﬁniramo mnoºico Me := {ξTe122}. Potem velja, da je dimenzija prostora S1,25 (∆)








pa velja, da je stabilna in lokalna minimalna dolo£itvena mnoºica za S1,25 (∆).
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Slika 7: Minimalna dolo£itvena mnoºica za prostor S1,25 .
Za vsako vozli²£e iz triangulacije imamo ve£ moºnosti za izbiro trikotnika Tv,
ki to vozli²£e vsebuje. Prav tako imamo za vsak rob triangulacije ve£ moºnosti za
izbiro trikotnika Te. Od tod je jasno, da imamo ve£ razli£nih kombinacij za izbiro
mnoºiceM. Za primer vzemimo triangulacijo, ki je sestavljena iz ²estih trikotnikov
kot na sliki 7. Dimenzija prostora S1,25 je v tem primeru 6 · 7 + 12 = 54. Na sliki so
to£ke iz mnoºice Mv ozna£ene s £rnim plusom, to£ke iz Me pa z rde£im plusom.
Sedaj si poglejmo ²e vozli²£no dolo£itveno mnoºico.
Trditev 3.18. Naj bo za vsak rob e = ⟨u,v⟩ vektor ue enotski vektor, ki ga dobimo,
£e rob e zavrtimo za pravi kot v nasprotni smeri urinega kazalca. Naj bo ηe =
(u+ v)/2 razpolovi²£e roba e. Naj bo Due(ηe) smerni odvod v to£ki ηe v smeri ue.
Naj bo ε funkcional, ki to£ki priredi njeno vrednost. Deﬁnirajmo mnoºici
1. Nv := {εvDνxDµy}0≤ν+µ≤2,









stabilna in lokalna minimalna vozli²£na dolo£itvena mnoºica za S1,25 (∆).
e pogledamo dokaz zadnje trditve, lahko v njem najdemo formule za izra£un
vseh B-koeﬁcientov zlepka na enem trikotniku iz triangulacije. Torej lahko zle-
pek gradimo trikotnik za trikotnikom, od koder sledi, da je prostor S1,25 (∆) prostor
makro-elementov.
3.2.2 Powell-Sabinov prostor makro-elementov
Naj bo ∆ triangulacija domene Ω ⊂ R2. Na triangulaciji ∆ naredimo slede£o zgo-
stitev:
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Slika 8: Minimalna dolo£itvena mnoºica za Powell-Sabinov prostor.
1. na vsakem trikotniku T ∈ ∆ poi²£emo uT , ki je sredi²£e v£rtane kroºnice
trikotnika T ,
2. na vsakem trikotniku T ∈ ∆ vsako vozli²£e poveºemo z uT ,
3. na vsakem paru sosednjih trikotnikov T1 in T2 poveºemo uT1 in uT2 ,
4. na vsakem zunanjem trikotniku T poveºemo razpolovi²£e zunanjega roba e z
uT .
Pravkar opisano zgostitev imenujemo Powell-Sabinova zgostitev triangulacije ∆ in
jo ozna£imo z ∆PS. Naj bo V mnoºica vozli²£ originalne triangulacije ∆ in nv njena
mo£. Naj bo tako dobljen Powell-Sabinov prostor kvadrati£nih C1 zlepkov S12 (∆PS).
Potem velja naslednja trditev, njen dokaz pa najdemo v [4].
Trditev 3.19. Naj bo za vsako vozli²£e v ∈ V trikotnik Tv nek trikotnik iz triangu-






stabilna in lokalna minimalna dolo£itvena mnoºica za prostor S12 (∆PS), dimenzija
prostora S12 (∆PS) pa je 3nv.
Poglejmo si primer minimalne dolo£itvene mnoºice za Powell-Sabinov prostor na
sliki 8. Triangulacija je sestavljena le iz dveh trikotnikov, zato je dimenzija prostora
enaka 3 · 4 = 12. Na sliki so to£ke iz minimalne dolo£itvene mnoºice ozna£ene s
plusom.
Tako kot v prej²njem razdelku si ºelimo dobiti ²e vozli²£no dolo£itveno mnoºico
za Powell-Sabinov prostor.






je stabilna in lokalna minimalna vozli²£na dolo£itvena mnoºica za prostor S12 (∆PS).
Dokaz trditve, ki ga najdemo v [4], pokaºe, da lahko B-koeﬁciente zlepka s ∈
S12 (∆PS) izra£unamo na vsakem trikotniku T ∈ ∆ posebej, zato sledi, da smo dobili
prostor makro-elementov. Poleg tega nam trditev pove, da za vsako funkcijo f ∈








y f(v) za vsak v ∈ V in 0 ≤ α + β ≤ 1.
3.2.3 Clough-Tocherjev prostor makro-elementov
Poglejmo si triangulacijo ∆ domene Ω ⊂ R2. Clough-Tocherjevo zgostitev ∆CT do-
bimo tako, da vsak trikotnik iz originalne triangulacije∆ razdelimo na tri manj²e. Za
delilno to£ko vsakega trikotnika vzamemo kar teºi²£e. Trikotnike iz triangulacije ∆
imenujemo makro-trikotniki, trikotnike triangulacije ∆CT pa mikro-trikotniki.
Naj bo V mnoºica vozli²£ in E mnoºica robov triangulacije ∆. Mo£ mnoºice voz-
li²£ ozna£imo z nv, ²tevilo robov pa z ne. Nad zgo²£eno triangulacijo konstruiramo
kubi£ne C1 zlepke in tako dobimo prostor S13 (∆CT ).
Izrek 3.21. Naj bo za vsako vozli²£e v ∈ V trikotnik Tv nek trikotnik triangulacije
∆CT , ki vsebuje vozli²£e v. Podobno naj bo za vsak rob e ∈ E trikotnik Te nek









stabilna in lokalna minimalna dolo£itvena mnoºica za prostor S13 (∆CT ) ter velja
dimS13 (∆CT ) = 3nv + ne.
Dokaz. Najprej dokaºimo, da je mnoºica M konsistentna dolo£itvena mnoºica za
prostor zlepkov S13 (∆CT ). Potem bo po izreku 3.12 sledilo, da je minimalna. Poka-
zati moramo, da lahko B-koeﬁciente {bξ}ξ∈M za zlepek s ∈ S13 (∆CT ) postavimo na
poljubne vrednosti, vsi ostali B-koeﬁcienti pa bodo sledili iz pogojev gladkosti.
Najprej si poglejmo mnoºico Mv. Za vsako vozli²£e v ∈ V poljubno dolo£imo
B-koeﬁciente zlepka s, ki pripadajo domenskim to£kam znotraj D1(v) ∩ Tv. Potem
po trditvi 3.8 velja, da iz pogojev gladkosti dobimo vse B-koeﬁciente znotraj diska
D1(v). S tem smo konsistentno dobili vse B-koeﬁciente, ki pripadajo domenskim
to£kam iz mnoºice
⋃
v∈V D1(v). Ti diski se med seboj ne prekrivajo, saj konstrui-
ramo kubi£en zlepek. Torej smo te koeﬁciente dolo£ili konsistentno.
Nadaljujmo z mnoºico Me. Za vsak rob e ∈ E dolo£imo bTe111. Poglejmo si pri-
mer, ko je rob e = ⟨v2,v3⟩ notranji rob triangulacije ∆, ki si ga delita dva trikotnika
Te(v1,v2,v3) in T˜e = (v4,v3,v2). Naj bo v4 = bar(a1, a2, a3) baricentri£na predsta-
vitev vozli²£a v4 glede na Te. Iz pogojev gladkosti med tema dvema trikotnikoma








Ob predpostavki, da ºe poznamo koeﬁcienta bTe021 in b
Te
012 iz drugih pogojev gladkosti,
lahko z izbiro bTe111 izra£unamo b
T˜e
111. Na ta na£in dolo£imo vse koeﬁciente {bT111}T∈∆CT .
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Ker za vsak notranji rob iz triangulacije ∆ dolo£imo pogoje za dva trikotnika iz
triangulacije ∆CT , na ta na£in ne pride do nekonsistence.
Sedaj se postavimo ²e na en makro-trikotnik T (v1,v2,v3) iz triangulacije ∆ in
ozna£imo vse B-koeﬁciente zlepka s kot je to prikazano na sliki 9. Teºi²£e trikotnika
T ozna£imo z vT . Predpostavimo lahko, da zaradi mnoºice Mv in z njo povezanih
pogojev ºe poznamo koeﬁciente b1, . . . , b12. Podobno lahko predpostavimo, da
zaradi mnoºiceMe in njenih pogojev poznamo koeﬁciente b13, b14, b15. Zopet lahko
po izreku 2.12 dobimo pogoje gladkosti preko notranjih robov trikotnika T . Poglejmo
si gladkost preko notranjega roba ⟨v2,vT ⟩. Ker za teºi²£e velja vT = 13(v1+v2+v3),
lahko v3 izrazimo v baricentri£nih koordinatah glede na trikotnik (v1,v2,vT ). Tako
dobimo
v3 = bar(−1,−1, 3).
e sedaj pogoje gladkosti iz trditve 2.12 prevedemo v koeﬁciente na sliki 9, dobimo
b14 = −b13 − b8 + 3b17,
b18 = −b16 − b17 + 3b19,
b7 = −b9 − b2 + 3b8.
Podobno lahko preko pogojev gladkosti za druga dva notranja robova dobimo ²e
b13 = −b15 − b5 + 3b16,
b17 = −b18 − b16 + 3b19,
b4 = −b6 − b1 + 3b5
in
b15 = −b14 − b11 + 3b18,
b16 = −b17 − b18 + 3b19,
b10 = −b12 − b3 + 3b11.
Trije izmed zgornjih pogojev, ki ne vsebujejo nobene neznanke, so ºe izpolnjeni

















(b18 + b16 + b17). (3.8)
Pokazali smo, da lahko B-koeﬁciente zlepka s, ki pripadajo domenskim to£kam
iz M, postavimo na poljubne vrednosti, vsi ostali B-koeﬁcienti pa potem sledijo iz
pogojev gladkosti. Po izreku 3.12 sledi, da je mnoºica M minimalna dolo£itvena
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Slika 9: B-koeﬁcienti zlepka s na enem trikotniku.
mnoºica za S13 (∆CT ). Dimenzija prostora S13 (∆CT ) je po trditvi 3.10 enaka dimenziji
mnoºice M, za katero pa o£itno velja
|M| = nv|Mv|+ ne|Me| = 3nv + ne.
Sedaj pokaºimo, da je mnoºica M lokalna. Naj bo Tµ trikotnik, ki vsebuje
domensko to£ko µ, ki ne leºi v mnoºici M. Pokazali bomo, da velja
Γµ ⊆ star(Tµ) za vsak µ ∈ D3,∆CT \M.
Pri tem je Γµ mnoºica domenskih to£k ξ ∈M, za katere velja, da je bµ odvisen od bξ.
Recimo, da je µ ∈ D1(v)\M za neko vozli²£e v ∈ V . Kot smo videli ºe znotraj tega
dokaza, po trditvi 3.8 velja, da je Γµ =Mv. O£itno veljaMv ⊆ star(v) ⊆ star(Tµ).
Naj bo sedaj e = ⟨u,v⟩ rob triangulacije ∆. Deﬁnirajmo mnoºico
E˜1(e) := {µ; µ ∈ E1(e), µ /∈ D1(u) ∪D1(v)}.
Pri tem je E1(e) disk roba e z radijem 1. e si za primer vzamemo samo trikotnik iz
slike 9 in rob e = ⟨v1,v3⟩, lahko vidimo, da znotraj tega trikotnika v mnoºico E˜1(e)
spada le domenska to£ka ξ15. Za take to£ke pa smo znotraj tega dokaza ºe ugotovili,
da so njihovi B-koeﬁcienti odvisni le odMe in pogojev gladkosti v vozli²£ih u in v.
e µ torej leºi znotraj mnoºice E˜1 za nek rob e ∈ ∆, potem je
Γµ =Mu ∪Mv ∪Me ⊆ star(Tµ).
Ostane le ²e moºnost, ko µ leºi znotraj nekega makro-trikotnika T (v1,v2,v3) z
robovi e1 = ⟨v1,v2⟩, e2 = ⟨v2,v3⟩, e3 = ⟨v1,v3⟩, a ni v nobeni izmed mnoºic v
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Slika 10: Minimalna dolo£itvena mnoºica za Clough-Tocherjev prostor.
zadnjih dveh primerih. Na sliki B-koeﬁcientov bi taki mnoºici pripadali B-koeﬁcienti
b16, . . . , b19. Iz ena£b 3.8 je jasno, da v tem primeru velja
Γµ =Mv1 ∪Mv2 ∪Mv3 ∪Me1 ∪Me2 ∪Me3 ⊆ star(Tµ).
Obravnavali smo vse primere za µ in dokazali, da mnoºica Γµ vedno leºi znotraj
star(Tµ). Sledi, da jeM lokalna. Preostane nam ²e, da dokaºemo stabilnost mnoºice
M. Ker smo vse B-koeﬁciente, ki ne pripadajo domenskim to£kam iz mnoºice M,
izra£unali preko pogojev gladkosti, lahko uporabimo lemo 2.13, iz katere direktno
sledi stabilnost mnoºice M. Vsi koeﬁcienti bµ so namre£ omejeni le s KC, kjer je




Na sliki 10 je primer minimalne dolo£itvene mnoºice za triangulacijo, ki je sesta-
vljena iz dveh trikotnikov. Dimenzija Clough-Tocherjevega prostora v tem primeru
je 3 · 4 + 5 = 17. To£ke, ki so ozna£ene s £rnim plusom, so del mnoºice Mv, to£ke z
rde£im plusom pa del mnoºice Me.
Prostor S13 (∆CT ) bi radi opisali ²e z vozli²£no dolo£itveno mnoºico. Poglejmo si
naslednji izrek.
Trditev 3.22. Naj bo za vsak rob e = ⟨u,v⟩ triangulacije ∆ to£ka ηe = (u+ v)/2
razpolovi²£e roba e. Naj bo Due smerni odvod v smeri enotskega vektorja ue, ki ga
dobimo, £e rotiramo rob e za pravi kot v nasprotni smeri urinega kazalca. Naj bo εt
funkcional, ki funkciji priredi vrednost v to£ki t. Deﬁniramo
1. Nv := {εvDνxDµy}0≤ν+µ≤1,










stabilna in lokalna minimalna vozli²£na dolo£itvena mnoºica za prostor S13 (∆CT ).
Dokaz. Mo£ mnoºice N je o£itno
|N | = nv|Nv|+ ne|Ne| = 3nv + ne.
Po pravkar dokazanem izreku o minimalni dolo£itveni mnoºici vemo, da je to ravno
dimenzija prostora S13 (∆CT ). e ºelimo pokazati, da je mnoºica N vozli²£na mi-
nimalna dolo£itvena mnoºica, zadostuje pokazati, da za vsak zlepek s ∈ S13 (∆CT )
lahko dolo£imo vse njegove koeﬁciente le s pomo£jo podatkov iz {λs}λ∈N . Naj bo
sedaj T (v1,v2,v3) nek trikotnik iz triangulacije ∆ in naj bodo kartezi£ne koordi-
nate njegovega teºi²£a enake vc = (xc, yc). Kartezi£ne koordinate vozli²£ trikotnika
naj bodo vi = (xi, yi). Izra£unajmo vse B-koeﬁciente zlepka s, kot so ozna£ene na
sliki 9. Za zlepek s imamo glede na mnoºico Nv za vsako vozli²£e v iz triangulacije
∆ podane vrednosti s(v), sx(v) in sy(v). Na vsakem mikro-trikotniku Ti znotraj
trikotnika T lahko zlepek s predstavimo kot polinom v Bernstein-Bézierjevi obliki






kjer so (u, v, w) baricentri£ne koordinate glede na trikotnik Ti. Poglejmo si trikotnik
(v1,v2,vc) in vse lokalne Bézierjeve koordinate pretvorimo v isto notacijo kot na
sliki 9. Na izbranem trikotniku velja
s(v1) = s|Ti(1, 0, 0) = b300 = b1,
s(v2) = s|Ti(0, 1, 0) = b030 = b2.
Izrazimo smerne odvode po robovih trikotnika kot
Dv2−v1s(v) = (x2 − x1)Dxs(v) + (y2 − y1)Dys(v),
Dvc−v1s(v) = (xc − x1)Dxs(v) + (yc − y1)Dys(v). (3.9)
Po drugi strani za izra£un smernih odvodov zlepka s v Bernstein-Bézierjevi obliki
uporabimo formulo 2.8. Smer v2−v1 je v baricentri£nih koordinatah enaka (0, 1, 0)−
(1, 0, 0) = (−1, 1, 0), smer vc−v1 pa (0, 0, 1)−(1, 0, 0) = (−1, 0, 1). Tako izra£unamo
Dv2−v1s(v1) =D(−1,1,0)s|Ti(1, 0, 0) = 3(−b300 + b210)
=3(−b1 + b4) = 3(−s(v1) + b4),
Dvc−v1s(v1) =D(−1,0,1)s|Ti(1, 0, 0) = 3(−b300 + b201)
=3(−b1 + b5) = 3(−s(v1) + b5).
Po drugi strani pa seveda velja (3.9). e oba izraza izena£imo in izrazimo b4 ter b5,
dobimo
b4 = s(v1) +
1
3
((x2 − x1)sx(v1) + (y2 − y1)sy(v1)),
b5 = s(v1) +
1
3
((xc − x1)sx(v1) + (yc − y1)sy(v1)).
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e sledimo istemu postopku, dobimo ²e preostale B-koeﬁciente, ki ustrezajo domen-
skim to£kam iz Mv1 , Mv2 in Mv3 :
b3 = s(v3),
b6 = s(v1) +
1
3
((x3 − x1)sx(v1) + (y3 − y1)sy(v1)),
b7 = s(v2) +
1
3
((x3 − x2)sx(v2) + (y3 − y2)sy(v2)),
b8 = s(v2) +
1
3
((xc − x2)sx(v2) + (yc − y2)sy(v2)),
b9 = s(v2) +
1
3
((x1 − x2)sx(v2) + (y1 − y2)sy(v2)),
b10 = s(v3) +
1
3
((x1 − x3)sx(v3) + (y1 − y3)sy(v3)),
b11 = s(v3) +
1
3
((xc − x3)sx(v3) + (yc − y3)sy(v3)),
b12 = s(v3) +
1
3
((x2 − x3)sx(v3) + (y2 − y3)sy(v3)).
Poglejmo si rob e = ⟨v1,v2⟩ znotraj trikotnika (v1,v2,vc). Naj bodo (a1, a2, a3) ba-
ricentri£ne koordinate enotskega vektorja ue glede na trikotnik (v1,v2,vc). To£ka ηe
ima baricentri£ne koordinate (1/2, 1/2, 0). Po formuli za izra£un smernega odvoda
velja








(a1b210 + a2b120 + a3b111) +
1
4





(a1b1 + (2a1 + a2)b4 + (a1 + 2a2)b9 + a3b8 + a3b5 + 2a3b13 + a2b2) .







(b5 + b8)− a1
2a3
(b1 + 2b4 + b9)− a2
2a3
(b4 + 2b9 + b2).
Po istem postopku dobimo ²e b14 in b15. Vse preostale B-koeﬁciente b16, . . . , b19 pa
lahko dobimo iz pogojev gladkosti in formul (3.8) iz dokaza prej²njega izreka. Tako
smo dokazali, da je mnoºica N minimalna vozli²£na dolo£itvena mnoºica.
Dokazati moramo ²e, da je N stabilna in lokalna. Lokalnost mnoºice N velja, saj
lahko iz formul, ki smo jih izpeljali za izra£un vseh B-koeﬁcientov, vidimo, da lahko
B-koeﬁcient zlepka s na trikotniku T ∈ ∆CT izra£unamo iz vozli²£nih podatkov za
to£ke znotraj star(T ).
Za stabilnost mnoºice N bomo dokazali, da obstaja taka konstanta K, ki je
odvisna le od najmanj²ega kota v triangulaciji ∆CT , da za vsak s ∈ S13 (∆CT ),




|T |ν |s|ν,star(T ).
35
Pri tem je
|s|ν,star(T ) := max
i+j=ν
∥DixDjys∥star(T ), ∥f∥star(T ) := max
(x,y)∈star(T )
|f(x, y)|
in |T | dolºina najdalj²e stranice trikotnika T . Postavimo se na mikro-trikotnik
T (v1,v2,vc). Ker imamo vse formule za izra£un B-koeﬁcientov podane, jih ocenimo
le nekaj in tako dobimo jasno sliko. O£itno velja
|b1| = |s(v1)| ≤ max ∥s∥star(T ) ≤
1∑
ν=0
|T |ν |s|ν,star(T ).
Analogno sledi za b2 in b3 glede na druge mikro-trikotnike znotraj makro-trikotnika
(v1,v2,v3). Nadaljujmo z oceno naslednjega koeﬁcienta:
|b4| ≤ |s(v1)|+ 1
3
|((x2 − x1)sx(v1)|+ 1
3
|(y2 − y1)sy(v1))|
≤ max ∥s∥star(T ) + 1
3
|T |max ∥Dxs∥star(T ) + 1
3
|T |max ∥Dys∥star(T )











|T |ν |s|ν,star(T ).
Podobne ocene glede na isti oziroma drugi mikro-trikotnik dobimo tudi za vse koe-










Vsak B-koeﬁcient v vsoti smo ºe ocenili z
1∑
ν=0
|T |ν |s|ν,star(T ).
Poleg tega lahko tako kot v dokazu leme 2.13 vsako izmed baricentri£nih koordinat ai
ocenimo s konstanto, ki je odvisna le od najmanj²ega kota v trikotniku T . Ocenimo
|Dues(ηe)|. Naj bo φ kot med robom e in x-osjo. Ker smerni odvod Dues dobimo
tako, da rotiramo rob e za pravi kot v nasprotni smeri urinega kazalca, velja










|T |ν |s|ν,star(T ),
kjer je K konstanta, ki je odvisna le od najmanj²ega kota v trikotniku T . Na
podoben na£in lahko ocenimo tudi b14 in b15. Vsi preostali B-koeﬁcienti so izraºeni
s prej²njimi, zato tudi za njih velja podobna ocena. Torej lahko oceno naredimo za
vsak mikro-trikotnik znotraj trikotnika (v1,v2,v3). Ker B-koeﬁciente ra£unamo za
vsak trikotnik znotraj triangulacije ∆CT posebej, pa ocena velja za vse trikotnike
v triangulaciji, kjer je K konstanta, ki je odvisna od najmanj²ega kota v celotni
triangulaciji.
Znotraj dokaza vidimo, da lahko zlepek s dolo£imo lokalno na vsakem trikotniku
T ∈ ∆ posebej s pomo£jo podatkov, ki vklju£ujejo le to£ke znotraj T . Clough-
Tocherjev prostor S13 (∆CT ) je torej prostor makro-elementov. Po pravkar dokazanem
izreku lahko sklepamo, da za vsako funkcijo f ∈ C1(Ω) obstaja enoli£no dolo£en
zlepek s ∈ S13 (∆CT ), ki re²i hermitov interpolacijski problem
DαxD
β




y f(v) za vsak v ∈ V in 0 ≤ α + β ≤ 1,
Dues(ηe) = Duef(ηe) za vsak e ∈ E .
Sedaj si poglejmo primer interpolacije s Clough-Tocherjevimi zlepki iz [5]. Interpo-
liramo Frankejevo funkcijo






































exp(−(9x− 5)2 − (9y − 2)2)
nad enotskim kvadratom [0, 1] × [0, 1]. Frankejevo testno funkcijo lahko vidimo na
sliki 11, njen Clough-Tocherjev interpolant pa na sliki 12.
3.2.4 Powell-Sabinov prostor makro-elementov z delitvijo trikotnika na
12 delov
Kot zanimivost si poglejmo ²e druga£en Powell-Sabinov prostor makro-elementov,
ki temelji na Clough-Tocherjevi delitvi. Na triangulaciji ∆ naredimo spodaj opisano
zgostitev:
1. na vsakem trikotniku T ∈ ∆ naredimo Clough-Tocherjevo zgostitev - trikotnik
razdelimo na tri dele glede na njegovo teºi²£e vT ,
2. na vsakem trikotniku T (v1,v2,v3) poi²£emo razpolovi²£a robov in jih ozna-
£imo z wi, pri £emer je rob wi nasproti vozli²£a vi za vsak i = 1, 2, 3,
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Slika 11: Frankejeva funkcija.
Slika 12: Triangulacija obmo£ja [0, 1]× [0, 1] in Clough-Tocherjev interpolant Fran-
kejeve funkcije.
3. teºi²£e vT na vsakem trikotniku T poveºemo z vsemi tremi razpolovi²£i w1,
w2, w3,
4. na vsakem trikotniku T ∈ ∆ med seboj poveºemo ²e razpolovi²£a in dobimo
dodatne robove ⟨w1,w2⟩, ⟨w2,w3⟩, ⟨w3,w1⟩.
Pravkar dobljeno zgostitev triangulacije ozna£imo z ∆PS12 in nad njo naredimo
prostor kvadrati£nih C1 zlepkov S12 (∆PS12). Poglejmo si dolo£itveno mnoºico za ta
prostor. Dokaz spodnje trditve zopet najdemo v [4].
Trditev 3.23. Naj bo za vsak v ∈ V trikotnik Tv nek trikotnik iz triangulacije ∆PS12,
ki vsebuje vozli²£e v. Za vsako vozli²£e v deﬁniramo mnoºico Mv := D1(v) ∩ Tv.
Naj bo za vsak rob e ∈ E to£ka vT teºi²£e nekega trikotnika T ∈ ∆, ki vsebuje rob
e. Naj bo we razpolovi²£e roba e in ξe = (vT + we)/2. Za vsak rob e deﬁniramo








stabilna in lokalna minimalna dolo£itvena mnoºica za prostor S12 (∆PS12), dimenzija
prostora S12 (∆PS12) pa je 3nv + ne.
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Slika 13: Minimalna dolo£itvena mnoºica za prostor S12(∆PS12).
Na sliki 13 vidimo primer minimalne dolo£itvene mnoºice za triangulacijo, ki je
sestavljena iz dveh trikotnikov. Dimenzija prostora S12(∆PS12) za primer na sliki je
3 · 4 + 5 = 17. To£ke, ki so ozna£ene s £rnim plusom, so del mnoºice Mv, to£ke
z rde£im plusom pa del mnoºice Me. Zelo podobno kot pri Clough-Tocherjevemu









za prostor S12(∆PS12). Pri tem je
1. Nv := {εvDνxDµy}0≤ν+µ≤1,
2. Ne := {εweDue}.
Pri tem je Due smerni odvod v smeri enotskega vektorja ue, ki ga dobimo, £e roti-
ramo rob e za pravi kot v nasprotni smeri urinega kazalca. Dokaz lahko najdemo v
[4].
4 Zreducirani Clough-Tocherjevi zlepki
4.1 Prostor zreduciranih Clough-Tocherjevih zlepkov
Naj bo Ω ⊂ R2 enostavno povezano obmo£je z robom. Naj bo ∆ konformna trian-
gulacija obmo£ja Ω, za katero velja, da noben trikotnik iz triangulacije ne vsebuje
drugih ogli²£ kot svoje robne tri. Naj bodo nv, nt in ne ²tevilo to£k, ²tevilo robov in
²tevilo trikotnikov v triangulaciji. Ogli²£a trikotnikov ozna£imo z vi, i = 1, . . . nv,
njihove kartezi£ne koordinate pa so (xi, yi).
Clough-Tocherjeva delitev triangulacije ∆ razdeli vsak trikotnik iz triangula-
cije v tri manj²e trikotnike. Za vsak trikotnik T ∈ ∆ izberemo to£ko z v notranjosti
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trikotnika in poveºemo vsa ogli²£a trikotnika s to to£ko. Clough-Tocherjevo delitev
ozna£imo z ∆CT . V prej²njem poglavju smo za delilno to£ko z izbrali kar teºi²£e, v
tem poglavju pa bomo izbrali splo²no to£ko z, za katero bodo morali veljati ²e po-
sebni pogoji. Clough-Tocherjev prostor zlepkov je prostor vseh odsekoma kubi£nih
polinomov v dveh spremenljivkah na ∆CT , ki so zvezno odvedljivi na obmo£ju Ω,
kar kraj²e zapi²emo kot
S13 (∆CT ) = {s ∈ C1(Ω); s|T ∈ Π3, T ∈ ∆CT}.
Dimenzija prostora je ²e vedno 3nv+ne, saj bi lahko dokaz izreka 3.21 ponovili tudi
z drugo izbiro delilne to£ke.
Sedaj pa si poglejmo poseben podprostor Clough-Tocherjevega prostora.
Deﬁnicija 4.1. Za vsak rob ε iz triangulacije ∆ izberemo enotski vektor v˜ε tako,
da ni vzporeden robu ε. Naj bo E mnoºica robov triangulacije ∆. Prostor zredu-
ciranih Clough-Tocherjevih zlepkov deﬁniramo kot
Sˆ13 (∆CT ) =
{
s ∈ C1(Ω); s|T ∈ Π3, T ∈ ∆CT , Dv˜εs|ε ∈ Π1, ε ∈ E
}
.
Tu torej dodatno zahtevamo, da je smerni odvod zlepka iz tega prostora po robu ε
v smeri vektorja v˜ε linearen polinom. Izkaºe se, da je dimenzija tega prostora enaka
3nv ([6]).
Na tem mestu postavimo ²e dodatno zahtevo pri izbiri delilnih to£k Clough-
Tocherjeve delitve. Ko izbiramo to£ko z, s katero bomo razdelili trikotnik T ∈ ∆,
mora veljati, da projekcija to£ke z na rob ε v smeri vektorja v˜ε leºi v notranjosti roba
ε. To predpostavimo za vsak trikotnik iz triangulacije in vsak rob tega trikotnika.
Sedaj si postavimo hermitov interpolacijski problem, kjer i²£emo zlepek s ∈
Sˆ13 (∆CT ), ki za vsak nabor vrednosti (fk, fx,k, fy,k) in vsak k = 1, . . . , nv ustreza
spodnjim zahtevam:
s(vk) = fk, (4.1a)
Dxs(vk) = fx,k, (4.1b)
Dys(vk) = fy,k. (4.1c)
Izkaºe se, da ima navedeni problem v prostoru Sˆ13(∆CT ) enoli£no re²itev ([6]).
4.2 Bernstein-Bézierjeva reprezentacija zreduciranih Clough-
Tocherjevih zlepkov
Radi bi poiskali re²itev hermitovega interpolacijskega problema (4.1) v prostoru zre-
duciranih Clough-Tocherjevih zlepkov. Re²itev ºelimo podati v Bernstein-Bézierjevi
obliki, saj na ta na£in dobimo enostavno reprezentacijo, poleg tega pa lahko hitro
izra£unamo vrednosti s pomo£jo de Casteljaujevega algoritma.
Vzemimo en trikotnik T (v1,v2,v3) iz triangulacije∆ s Clough-Tocherjevo delilno
to£ko z. Naj bodo to£ke rij projekcije to£ke z na rob ε = ⟨vi,vj⟩ v smeri vektorja v˜ε.
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Slika 14: Bézierjeve ordinate.
Zaradi dodatne zahteve te naloge to£ke rij leºijo v notranjosti roba ε. Predpostavimo
lahko, da imajo to£ke naslednje baricentri£ne koordinate glede na trikotnik T :
v1 = bar(1, 0, 0), v2 = bar(0, 1, 0), v3 = bar(0, 0, 1), z = bar(z1, z2, z3),
r12 = bar(λ12, λ21, 0), r23 = bar(0, λ23, λ32), r31 = bar(λ13, 0, λ31).
Zaradi posebnih pogojev lokacije to£ke z vidimo, da so vse na²tete baricentri£ne
koordinate nenegativne. Za prikaz re²itve v Bernstein-Bézierjevi obliki moramo iz-
ra£unati vse Bézierjeve ordinate za vsakega izmed treh trikotnikov, ki so nastali
po Clough-Tocherjevi delitvi osnovnega trikotnika T . Pri tem ºelimo izpolniti po-
goje interpolacijskega problema in dobiti zvezno odvedljivo re²itev. Radi bi torej
izra£unali Bézierjeve ordinate. Ozna£imo jih tako, kot je prikazano na sliki 14.
Najprej si poglejmo, zakaj morajo biti Bézierjeve ordinate na skupnem robu dveh
trikotnikov enake. Vzemimo dva trikotnika T1(v1,v2, z) in T2(v1, z,v3) s skupnim
robom ⟨z,v1⟩. Naj bodo (u, v, w) baricentri£ne koordinate glede na trikotnik T1,
(uˆ, vˆ, wˆ) pa baricentri£ne koordinate glede na trikotnik T2. Na trikotniku T1 i²£emo
polinom p v obliki





ijk(u, v, w), (4.2)
na trikotniku T2 pa polinom pˆ v obliki





ijk(uˆ, vˆ, wˆ). (4.3)
Na skupnem robu se morata ta dva polinoma zaradi zveznosti ujemati. Ker smo
na robu ⟨z,v1⟩, tam velja v = 0 in wˆ = 0. e poleg tega izrazimo baricentri£ne
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koordinate na trikotniku T2 z baricentri£nimi koordinatami na trikotniku T1, pa












Od tod dobimo pogoj bi0j = bˆij0. e to zapi²emo s pomo£jo oznak na sliki 14,
dobimo
b300 = bˆ300 = u1,
b201 = bˆ210 = u11,
b102 = bˆ120 = w1,
b003 = bˆ030 = w4.
Podobno dobimo na vseh ostalih notranjih robovih trikotnika T .
Sedaj se vrnimo na na² interpolacijski problem. Na vsakem mikro-trikotniku
iz zgostitve ∆CT je re²itev kubi£ni polinom, ki ga lahko predstavimo v Bernstein-
Bézierjevi obliki. O£itno se mora ta polinom v to£kah triangulacije ujemati z zlep-
kom s v vrednosti in v vseh smernih odvodih. Postavimo se na trikotnik T2 in se
spomnimo njegove predstavitve v obliki (4.3). Vrednost polinoma pˆ v to£ki v1 je
pˆ(1, 0, 0) = bˆ300 = u1.
Ker po drugi strani z upo²tevanjem interpolacijskih podatkov (4.1) velja s(v1) = f1,
dobimo prvo Bézierjevo ordinato
u1 = f1.
Na isti na£in na drugih mikro-trikotnikih, ki so del trikotnika T (v1,v2,v3), dobimo
tudi spodnje Bézierjeve ordinate
u2 = f2,
u3 = f3.
Poglejmo si ²e smerni odvod. Izberimo si smer d = v3 − v1. V kartezi£nih koordi-
natah je ta vektor enak d = (x3−x1, y3− y1), v baricentri£nih koordinatah glede na
trikotnik T2 pa je enak d = bar(0, 0, 1) − bar(1, 0, 0) = bar(−1, 0, 1). Izra£unajmo
smerni odvod funkcije s v smeri vektorja d v to£ki v1. Dobimo
Dds(v1) = Dxs(v1)(x3 − x1) +Dys(v1)(y3 − y1)
= fx,1(x3 − x1) + fy,1(y3 − y1). (4.4)
e izra£unamo ²e levo stran izraza (4.4) po formuli (2.8) in uporabimo ºe izra£unano
povezavo, dobimo
Ddpˆ(1, 0, 0) = 3(−bˆ300 + bˆ201) · 12 = 3(−u1 + u13) = 3(u13 − f1). (4.5)
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e izena£imo (4.4) in (4.5), dobimo ºe drugo Bézierjevo koordinato, izraºeno z vre-
dnostmi iz interpolacijskega problema kot
3(u13 − f1) = fx,1(x3 − x1) + fy,1(y3 − y1)
u13 = f1 +
1
3
(fx,1(x3 − x1) + fy,1(y3 − y1)).
Sedaj se postavimo ²e na trikotnik T1, ki je predstavljen v obliki (4.2). Najprej
izra£unajmo smerni odvod v smeri vektorja v2−v1, ki ga v kartezi£nih koordinatah
zapi²emo kot (x2 − x1, y2 − y1), v baricentri£nih koordinatah glede na trikotnik T1
pa kot (−1, 1, 0). e izra£unamo obe strani ena£be (4.4), dobimo ²e eno Bézierjevo
ordinato:
3(−b300 + b210) = Dxs(v1)(x2 − x1) +Dys(v1)(y2 − y1)
3(−f1 + u12) = fx,1(x2 − x1) + fy,1(y2 − y1)
u12 = f1 +
1
3
(fx,1(x2 − x1) + fy,1(y2 − y1)).
Analogno na drugih trikotnikih dobimo ²e spodnje ordinate
u21 = f2 +
1
3
(fx,2(x1 − x2) + fy,2(y1 − y2)),
u23 = f2 +
1
3
(fx,2(x3 − x2) + fy,2(y3 − y2)),
u31 = f3 +
1
3
(fx,3(x1 − x3) + fy,3(y1 − y3)),
u32 = f3 +
1
3
(fx,3(x2 − x3) + fy,2(y2 − y3)).
Sedaj se vrnimo na skupni rob trikotnika T1 in T2. e se spomnimo na njuni
predstavitvi (4.2) in (4.3), tam velja p(u, 0, w) = pˆ(u,w, 0). Ker i²£emo zvezno
odvedljivo re²itev, morajo biti vsi smerni odvodi na skupnem robu enaki. Pri tem
moramo paziti, da za smerni vektor ne vzamemo takega, ki je vzporeden robu.
Vzemimo smerni vektor d, ki naj ima na trikotniku T1 baricentri£ne koordinate
(d, e, f). Smerni odvod polinoma p v smeri vektorja d na robu dveh trikotnikov je
Ddp(u, 0, w) = 3
∑
i+j=2




Sedaj moramo izbrani smerni vektor zapisati ²e z baricentri£nimi koordinatami glede




2 (−z1v1 + z − z3v3). (4.6)
Za d zaradi njegovih baricentri£nih koordinat glede na T1 vemo, da velja d = dv1+
ev2 + fz. e uporabimo (4.6), dobimo
d = dv1 + ez
−1
2 (−z1v1 + z − z3v3) + fz
= z−12 ((z2d− z1e)v1 + (e+ z2f)z − ez3v3).
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Tako smo dobili d v baricentri£nih koordinatah glede na trikotnik T2 kot
d = z−12 bar(z2d− z1e, e+ z2f,−ez3). (4.7)
Pri tem smo upo²tevali lokacijo to£ke z, ki ne leºi na nobenem izmed robov triko-
tnika, torej so njene baricentri£ne koordinate, vklju£no z z2 razli£ne od 0. Smerni






((z2d− z1e)bˆi+1,j,0 + (e+ z2f)bˆi,j+1,0 − z3ebˆi,j,1) 2!
i!j!
uiwj.
e izena£imo oba smerna odvoda, dobimo pogoj
z2(dbi+1,0,j + ebi,1,j + fbi,0,j+1) = (z2d− z1e)bˆi+1,j,0 + (e+ z2f)bˆi,j+1,0 − z3ebˆi,j,1.
Ko to naredimo za vsak i+ j = 2, dobimo ²e nekaj Bézierjevih ordinat. V primeru,
ko je i = 2 in j = 0, dobimo
z2(db300 + eb210 + fb201) = (z2d− z1e)bˆ300 + (e+ z2f)bˆ210 − z3ebˆ201
z2du1 + z2eu12 + z2fu11 = z2du1 − z1eu1 + z2fu11 + eu11 − z3eu13
u11 = z1u1 + z2u12 + z3u13. (4.8)
Ko sta oba indeksa enaka 1, dobimo
z2(db201 + eb111 + fb102) = (z2d− z1e)bˆ210 + (e+ z2f)bˆ120 − z3ebˆ111
z2du11 + z2eθ3 + z2fw1 = z2du11 − z1eu11 + z2fw1 + ew1 − z3eθ2
w1 = z1u11 + z2θ3 + z3θ2. (4.9)
Ostane ²e primer, ko je i = 0 in j = 2. Takrat dobimo
z2(db102 + eb012 + fb003) = (z2d− z1e)bˆ120 + (e+ z2f)bˆ030 − z3ebˆ021
z2dw1 + z2ew2 + z2fw4 = z2dw1 − z1ew1 + z2fw4 + ew4 − z3ew3
w4 = z1w1 + z2w2 + z3w3. (4.10)
Pri zgornji izpeljavi smo ena£be delili z e. To lahko naredimo, ker je e razli£en od
0, saj smo za smerni vektor vzeli tak vektor d, ki ni vzporeden z robom ⟨z,v1⟩.
e gledamo zvezno odvedljivost ²e na drugih skupnih robovih manj²ih trikotnikov
znotraj trikotnika T , dobimo ²e naslednje Bézierjeve ordinate:
u22 = z1u21 + z2u2 + z3u23, (4.11)
u33 = z1u31 + z2u32 + z3u3, (4.12)
w2 = z1θ3 + z2u22 + z3θ1, (4.13)
w3 = z1θ2 + z2θ1 + z3u33. (4.14)
e pogledamo na sliko 14, opazimo, da nam manjkajo le ²e ordinate θi. Po-
stavimo se zopet na trikotnik T1(v1,v2, z). Spomnimo se vektorja v˜ε in to£ke
44
r12 = bar(λ12, λ21, 0), ki je projekcija to£ke z na rob ⟨v1,v2⟩. Enotski vektor v˜ε
lahko v baricentri£nih koordinatah glede na trikotnik T1 zapi²emo kot
v˜ε =
1
∥r12 − z∥bar(λ12, λ21,−1).
Poglejmo si smerni odvod polinoma p(u, v, w), zapisanega v Bernstein-Bézierjevi
obliki kot v formuli (4.2). Za smerni vektor vzemimo v˜ε, odvod pa glejmo le na
robu ⟨v1,v2⟩, kjer velja w = 0 in v = 1− u. Dobimo





(λ12bi+1,j,0 + λ21bi,j+1,0 − bi,j,1) 2!
i!j!
ui(1− u)j.
Sedaj se spomnimo deﬁnicije zreduciranih Clough-Tocherjevih zlepkov. Veljati mora,
da je smerni odvod zlepka v smeri v˜ε na robu ε linearen polinom. V na²em primeru
to pomeni, da mora biti zgornji izraz linearen polinom v spremenljivki u. Torej
mora biti vsota vseh koeﬁcientov, ki nastopajo pred u2 enaka 0. e zberemo vse







(−1)i(λ12bi+1,j,0 + λ21bi,j+1,0 − bi,j,1) = 0.
e Bézierjeve ordinate pretvorimo v oznake, kot smo jih dolo£ili, lahko izrazimo
ordinato θ3 na slede£ na£in:
0 = λ12u1 + λ21u12 − u11 − 2(λ12u12 + λ21u21 − θ3) + λ12u21 + λ21u2 − u22
2θ3 = 2λ12u12 + 2λ21u21 + u11 + u22 − λ12(u1 + u21)− λ21(u2 + u12)
θ3 = λ12u12 + λ21u21 +
1
2
(u11 + u22 − λ12(u1 + u21)− λ21(u2 + u12)).
Analogno lahko s pomo£jo projekcije to£ke z na robova v2− v3 ter v1− v3 dobimo
²e preostali dve Bézierjevi ordinati:
θ1 = λ23u23 + λ32u32 +
1
2
(u22 + u33 − λ23(u2 + u32)− λ32(u3 + u23)),
θ2 = λ13u13 + λ31u31 +
1
2
(u11 + u33 − λ13(u1 + u31)− λ31(u3 + u13)).
Izkaºe se, da poleg zvezne odvedljivosti povsod na trikotniku T (v1,v2,v3) v sredinski
to£ki z velja C2 gladkost. Postavimo se na trikotnik T1(v1,v2, z). Naj bo d =
bar(d, e, f) zopet vektor, ki ni vzporeden z robom ⟨z,v1⟩. Poglejmo si drugi smerni
odvod polinoma v obliki (4.2) v smeri vektorja d:











Pri tem so b2ijk(d) vmesne to£ke de Casteljaujevega algoritma (2.4). Odvod bi radi
izra£unali v to£ki z. Baricentri£ne koordinate to£ke z glede na ta trikotnik so
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(0, 0, 1), za smerni vektor d pa (d, e, f). Drugi smerni odvod polinoma p v smeri
vektorja (d, e, f) v to£ki (0, 0, 1) je torej enak







Sedaj se postavimo ²e na trikotnik T2(v1, z,v3). Kot smo ºe izra£unali v (4.7), so
baricentri£ne koordinate vektorja d na tem trikotniku enake
d = z−12 bar(z2d− z1e, e+ z2f,−ez3).
Drugi smerni odvod polinoma pˆ v smeri vektorja (d, e, f) v to£ki z = bar(0, 1, 0) je










e ºelimo, da se odvoda ujemata, moramo tudi tokrat primerjati koeﬁciente. Pri
tem lahko uporabimo ºe izra£unane formule za Bézierjeve ordinate. Odvoda bomo
primerjali tako, da bomo primerjali koeﬁciente po £lenih d2, 2de, . . . , f 2 pri drugem
odvodu polinoma p na trikotniku T1 na levi strani in drugem odvodu polinoma pˆ
na trikotniku T2 na desni strani. Poglejmo si najprej primerjavo pri £lenu d2. e










−1(−z1z2bˆ210 + z2bˆ120 − z2z3bˆ111)
z2θ3 = −z1u11 + w1 − z3θ2
= z2θ3.










−1(−z1z2bˆ120 − z2z3bˆ021 + z2bˆ030)
z2w2 = −z1w1 − z2w3 + w4
= z2w2.




−1(z21 bˆ210 − 2z1bˆ120 + 2z1z3bˆ111 − 2z3bˆ021 + bˆ030 + z23 bˆ012)
z22u22 = z1(z1u11 − w1 + z3θ2) + z3(z1θ2 − w3 + z3u33) + (−z1w1 − z3w3 + w4)
= −z1z2θ3 − z2z3θ1 + z2w2
= z2(−z1θ3 − z3θ1 + w2)
= z22u22.
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Ugotovili smo, da se vsi koeﬁcienti ujemajo glede na formule za ordinate, ki smo jih
ºe izra£unali. Podobno bi obravnavali ²e smerne odvode na drugih dveh robovih.
Dokazali smo torej, da imamo v to£ki z dvakrat zvezno odvedljivo funkcijo.
5 Normalizirani zreducirani Clough-Tocherjevi B-
zlepki
5.1 B-zlepki in zreducirani Clough-Tocherjevi zlepki
Radi bi na²li bazo za prostor zreduciranih Clough-Tocherjevih zlepkov Sˆ13(∆CT ).
Vsak zlepek s iz tega prostora bi radi napisali kot linearno kombinacijo baznih








i (x, y). (5.1)
Ker ºelimo imeti normalizirano bazo, moramo poiskati bazne funkcije Bji , ki bodo
imele lokalni nosilec in tvorile konveksno particijo enote. Vsako vozli²£e vi iz triangu-
lacije ∆ poveºemo s tremi linearno neodvisnimi trojicami (αi,j, βi,j, γi,j), j = 1, 2, 3.
Deﬁnirajmo zlepek Bji kot enoli£no re²itev interpolacijskega problema
Bji (vk) = fk,
DxB
j
i (vk) = fx,k,
DyB
j
i (vk) = fy,k, (5.2)
kjer je (fk, fx,k, fy,k) = (0, 0, 0) za vsak k ̸= i in (fi, fx,i, fy,i) = (αi,j, βi,j, γi,j). Veljati
mora (αi,j, βi,j, γi,j) ̸= (0, 0, 0). B-zlepek, ki ga dobimo na ta na£in, poimenujemo
B-zlepek glede na vozli²£e vi. Molekula vozli²£a vi je unija vseh trikotnikov
iz triangulacije, ki vsebujejo vi. Iz interpolacijskega problema sledi, da je zlepek B
j
i
izven molekule vozli²£a vi enak 0, torej ima lokalni nosilec.
Dolo£iti moramo pogoje za (αi,j, βi,j, γi,j), pod katerimi bodo zlepki B
j
i tvorili
konveksno particijo enote. Najprej si poglejmo potreben in zadosten pogoj, da zlepki





Bji (x, y) = 1.
Sedaj ﬁksiramo i. Po deﬁniciji B-zlepkov so pri vsakem vozli²£u vi le trije zlepki B
j
i




i . Tam velja B
j














i (vi) = 0.
47
Od tod dobimo za vsak i = 1, . . . , nv naslednje potrebne in zadostne pogoje za to,
da zlepki Bji tvorijo particijo enote:
αi,1 + αi,2 + αi,3 = 1, (5.3a)
βi,1 + βi,2 + βi,3 = 0, (5.3b)
γi,1 + γi,2 + γi,3 = 0. (5.3c)
Dokazati moramo ²e, da velja Bji (x, y) ≥ 0. Izberimo si bazni zlepek Bj1, ki
pripada vozli²£u v1 in se postavimo na trikotnik (v1,v2,v3). Ker je ta bazni zlepek
predstavljen v Bernstein-Bézierjevi obliki, je dovolj pokazati, da so vse njegove Bé-
zierjeve ordinate nenegativne. Bézierjeve ordinate bomo izra£unali po formulah iz
prej²njega poglavja. Po deﬁniciji zlepka za vsak j = 1, 2, 3 velja
(f1, fx,1, fy,1) = (α1,j, β1,j, γ1,j),
(f2, fx,3, fy,2) = (0, 0, 0),
(f3, fx,3, fy,3) = (0, 0, 0).
Izra£unajmo najprej enostavne ordinate:
u2 = f2 = 0,
u3 = f3 = 0,
u21 = f2 +
1
3
(fx,2(x1 − x2) + fy,2(y1 − y2)) = 0,
u23 = f2 +
1
3
(fx,2(x3 − x2) + fy,2(y3 − y2)) = 0,
u31 = f3 +
1
3
(fx,3(x1 − x3) + fy,3(y1 − y3)) = 0,
u32 = f3 +
1
3
(fx,3(x2 − x3) + fy,2(y2 − y3)) = 0,
u22 = z1u21 + z2u2 + z3u23 = 0,
u33 = z1u31 + z2u32 + z3u3 = 0,
θ1 = λ23u23 + λ32u32 +
1
2
(u22 + u33 − λ23(u2 + u32)− λ32(u3 + u23)) = 0.
Te ordinate so enake 0 in ºe ustrezajo pogoju nenegativnosti. Izkaºe se, da pri
drugih Bézierjevih ordinatah dobimo posebne pogoje za nenegativnost. Za£nimo s
pogojem u1 ≥ 0. Tu dobimo
u1 = f1
α1,j ≥ 0. (5.4)
Pri pogoju u12 ≥ 0 dobimo
u12 = f1 +
1
3
(fx,1(x2 − x1) + fy,1(y2 − y1))
σ12,j := α1,j +
1
3
(β1,j(x2 − x1) + γ1,j(y2 − y1)) ≥ 0. (5.5)
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e nadaljujemo s pogojem u13 ≥ 0, dobimo
u13 = f1 +
1
3
(fx,1(x3 − x1) + fy,1(y3 − y1))
σ13,j := α1,j +
1
3
(β1,j(x3 − x1) + γ1,j(y3 − y1)) ≥ 0. (5.6)
Dalj²o izpeljavo dobimo, £e upo²tevamo pogoj θ3 ≥ 0:
θ3 = λ12u12 + λ21u21 +
1
2




(z1α1,j + z2(σ12,j − α1,j + α1,j) + z3(σ13 − α1,j + α1,j)




((z1 + z2 + z3 − λ12 − λ21)α1,j + (z2 − λ21)(σ12,j − α1,j)
+ z3(σ13,j − α1,j))
τ12,j := σ12,j +
z2 − λ21
6λ12




(β1,j(x3 − x1) + γ1,j(y3 − y1)) ≥ 0.
Zaklju£imo ²e s pogojem θ2 ≥ 0, kjer dobimo
θ2 = λ13u13 + λ31u31 +
1
2




(z1α1,j + z2(σ12,j − α1,j + α1,j) + z3(σ13 − α1,j + α1,j)




((z1 + z2 + z3 − λ13 − λ31)α1,j + z2(σ12,j − α1,j)
+ (z3 − λ31)(σ13,j − α1,j))
τ13,j := σ13,j +
z2
6λ13




(β1,j(x3 − x1) + γ1,j(y3 − y1)) ≥ 0.
Pri zgornjih izpeljavah smo uporabili lokacijo delilne to£ke z, ki nam pove, da sta
λ12 in λ13 pozitivni. Prav tako smo upo²tevali lastnost baricentri£nih koordinat
z1+z2+z3 = 1, λ12+λ21 = 1 in λ13+λ31 = 1. Iz zgornjih pogojev in deﬁnicij ostalih
Bézierjevih ordinat sledi, da so tudi ordinate u11, w1, w2, w3 in w4 nenegativne, saj
so z1, z2 in z3 pozitivne zaradi lokacije to£ke z.
Izpeljani pogoji (5.4)-(5.8) so zadostni za nenegativnost zlepka Bj1(x, y). Doka-
ºimo, da so tudi potrebni pogoji. Postavimo se na trikotnik T (v1,v2,v3). e je
u1 < 0, potem velja B
j
1(v1) = u1 < 0. Poglejmo sedaj, kaj se dogaja na robovih
trikotnika. Na robu ⟨v1,v2⟩ velja







= u2(u1u+ 3u12v) = u
2(uu1 + 3(1− u)u12).
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Gledamo torej polinom spremenljivke u, pri £emer velja 0 ≤ u ≤ 1. Poglejmo, kdaj
je ta izraz lahko negativen. To je, kadar velja u(u1 − 3u12) + 3u12 < 0 oziroma
u(u1 − 3u12) < −3u12. e je u12 negativen, potem velja |u12| = −u12. Torej je ta
izraz negativen za vsak u, ki zado²£a
0 < u <
3|u12|
|u1|+ 3|u12| .
Na podoben na£in lahko dobimo negativne vrednosti na drugih robovih ⟨v1,v3⟩,
⟨z,v2⟩, ⟨z,v3⟩, £e predpostavimo negativnost za druge Bézierjeve ordinate.
e bi ºeleli zagotoviti ²e nenegativnost zlepkov Bj2(x, y) in B
j
3(x, y), bi na isti
na£in dobili pogoje
α2,j ≥ 0, (5.9a)
σ21,j := α2,j +
1
3
(β2,j(x1 − x2) + γ2,j(y1 − y2)) ≥ 0, (5.9b)
σ23,j := α2,j +
1
3
(β2,j(x3 − x2) + γ2,j(y3 − y2)) ≥ 0, (5.9c)
τ21,j := σ21,j +
z1 − λ12
6λ21




(β2,j(x3 − x2) + γ2,j(y3 − y2)) ≥ 0, (5.9d)
τ23,j := σ23,j +
z1
6λ23




(β2,j(x3 − x2) + γ2,j(y3 − y2)) ≥ 0 (5.9e)
in
α3,j ≥ 0, (5.10a)
σ31,j := α3,j +
1
3
(β3,j(x1 − x3) + γ3,j(y1 − y3)) ≥ 0, (5.10b)
σ32,j := α3,j +
1
3
(β3,j(x2 − x3) + γ3,j(y2 − y3)) ≥ 0, (5.10c)
τ31,j := σ31,j +
z1 − λ13
6λ31




(β3,j(x2 − x3) + γ3,j(y2 − y3)) ≥ 0, (5.10d)
τ32,j := σ32,j +
z1
6λ32




(β3,j(x2 − x3) + γ3,j(y2 − y3)) ≥ 0. (5.10e)
5.2 Geometrijska interpretacija
Na iskanje baznih zlepkov lahko pogledamo tudi druga£e. Geometrijska interpreta-
cija nam bo dala rezultate, s katerimi bomo laºje izpolnili pogoje (5.4)-(5.8), (5.9)
in (5.10), ki smo jih dobili v prej²njem razdelku.
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i (x, y) = y. (5.11)
Trikotnik ti(qi,1, qi,2, qi,3) poimenujemo zreducirani Clough-Tocherjev triko-
tnik glede na ogli²£e vi in ga kraj²e ozna£imo kot RCT-trikotnik. Poglejmo si
interpolacijski problem (5.2) in v zgornji izraz, ki ga odvajamo ²e po x in y, vstavimo






























i (vi) = 1.
Ko v zgornje izraze vstavimo vrednosti iz interpolacijskega problema, dobimo pogoje
αi,1Xi,1 + αi,2Xi,2 + αi,3Xi,3 = xi, (5.12a)
βi,1Xi,1 + βi,2Xi,2 + βi,3Xi,3 = 1, (5.12b)
γi,1Xi,1 + γi,2Xi,2 + γi,3Xi,3 = 0, (5.12c)
αi,1Yi,1 + αi,2Yi,2 + αi,3Yi,3 = yi, (5.12d)
βi,1Yi,1 + βi,2Yi,2 + βi,3Yi,3 = 0, (5.12e)
γi,1Yi,1 + γi,2Yi,2 + γi,3Yi,3 = 1. (5.12f)
e zgornje pogoje zdruºimo s pogoji (5.3) in jih zapi²emo v matriko, dobimo⎡⎣αi,1 αi,2 αi,3βi,1 βi,2 βi,3
γi,1 γi,2 γi,3
⎤⎦⎡⎣Xi,1 Yi,2 1Xi,2 Yi,2 1
Xi,3 Yi,2 1
⎤⎦ =
⎡⎣xi yi 11 0 0
0 1 0
⎤⎦ . (5.13)

























Te to£ke poimenujmo zreducirane Clough-Tocherjeve to£ke glede na vozli²£e
v1 in jih kraj²e ozna£imo kot RCT-to£ke. Dokazali bomo, da so pogoji (5.4)-(5.8)
ekvivalentni pogoju, da RCT-to£ke glede na vozli²£e v1 leºijo znotraj trikotnika t1.
To£ke bodo leºale znotraj tega trikotnika, £e bodo njihove baricentri£ne koordinate
glede na ta trikotnik nenegativne. Izra£unajmo njihove baricentri£ne koordinate
glede na trikotnik T (v1,v2,v3):
















































































Vzemimo to£ko p iz trianguliranega obmo£ja. Naj bodo (κ1, κ2, κ3) baricentri£ne
koordinate to£ke p glede na trikotnik T (v1,v2,v3) in (µ1, µ2, µ3) baricentri£ne ko-
ordinate to£ke p glede na trikotnik t1(q1,1, q1,2, q1,3). Velja torej
p = κ1v1 + κ2v2 + κ3v3, κ1 + κ2 + κ3 = 1
in
p = µ1q1,1 + µ2q1,2 + µ3q1,3, µ1 + µ2 + µ3 = 1.
e to izena£imo, zapi²emo v matri£ni obliki ter upo²tevamo kartezi£ne koordinate















⎤⎦ , kjer je A =
⎡⎣X1,1 X1,2 X1,3Y1,1 Y1,2 Y1,3
1 1 1
⎤⎦−1 ⎡⎣x1 x2 x3y1 y2 y3
1 1 1
⎤⎦ . (5.14)




⎡⎣α1,1 β1,1 γ1,1α1,2 β1,2 γ1,2
α1,3 β1,3 γ1,3
⎤⎦⎡⎣x1 1 0y1 0 1
1 0 0




⎡⎣α1,1 β1,1 γ1,1α1,2 β1,2 γ1,2
α1,3 β1,3 γ1,3
⎤⎦⎡⎣0 0 11 0 −x1
0 1 −y1




⎡⎣α1,1 β1,1 γ1,1α1,2 β1,2 γ1,2
α1,3 β1,3 γ1,3
⎤⎦⎡⎣1 1 10 x2 − x1 x3 − x1
0 y2 − y1 y3 − y1
⎤⎦
=
⎡⎣α1,1 α1,1 + β1,1(x2 − x1) + γ1,1(y2 − y1) α1,1 + β1,1(x3 − x1) + γ1,1(y3 − y1)α1,2 α1,2 + β1,2(x2 − x1) + γ1,2(y2 − y1) α1,2 + β1,2(x3 − x1) + γ1,2(y3 − y1)
α1,3 α1,3 + β1,3(x2 − x1) + γ1,3(y2 − y1) α1,3 + β1,3(x3 − x1) + γ1,3(y3 − y1)
⎤⎦ .
Nato izra£unamo baricentri£ne koordinate RCT-to£k vozli²£a v1 glede na trikotnik
t1. Uporabimo formulo (5.14) in dobimo

































































































Slika 15: Clough-Tocherjeva delitev trikotnika in mnoºica zreduciranih Clough-












































= bar(τ13,1, τ13,2, τ13,3).
e zahtevamo, da so zgornje to£ke znotraj trikotnika t1, je to ekvivalentno izpeljanim
pogojem (5.4)-(5.8). Dobili smo geometrijsko interpretacijo iskanja normalizirane
baze za prostor zreduciranih Clough-Tocherjevih zlepkov. Problem smo prevedli na
iskanje trikotnika, ki vsebuje neke to£no dolo£ene to£ke. Ta problem ima vedno
re²itev. Izkaºe se, da je najbolje poiskati tak trikotnik, ki ima najmanj²o moºno
plo²£ino ([6]).

























αi,1(βi,2γi,3 − βi,3γi,2)− αi,2(βi,1γi,3 − βi,3γi,1) + αi,3(βi,1γi,2 − βi,2γi,1) (5.15)
£im manj²a. Pri tem smo upo²tevali izra£un (5.13). Nato se spomnimo pogojev
(5.3), ki veljajo za zgornje spremenljivke in izrazimo αi,3 = 1 − αi,1 − αi,2. e
izra£unamo imenovalec ulomka (5.15), dobimo
αi,1(βi,2γi,3 − βi,3γi,2)− αi,2(βi,1γi,3 − βi,3γi,1) + (1− αi,1 − αi,2)(βi,1γi,2 − βi,2γi,1
= αi,1(βi,2(γi,3 + γi,1)− γi,2(βi,3 + βi,1)) + αi,2(γi,1(βi,2 + βi,3)− βi,1(γi,2 + γi,3))
+ (βi,1γi,2 − βi,2γi,1)
= αi,1(βi,2(−γi,2)− γi,2(−βi,2)) + αi,2(γi,1(−βi,1)− βi,1(−γi,1)) + (βi,1γi,2 − βi,2γi,1)





⏐⏐⏐⏐⏐⏐ = 1βi,1γi,2 − βi,2γi,1 .





max |βi,1γi,2 − βi,2γi,1|.
Zgornjo ciljno funkcijo lahko sprostimo in dobimo problem kvadrati£nega programi-
ranja
max(βi,1γi,2 − βi,2γi,1)
pri linearnih omejitvah (5.3) in (5.4)-(5.10). Poglejmo si, zakaj lahko sprostimo




i,j), j = 1, 2, 3, optimalna za kvadrati£ni
problem. To pomeni, da zado²£a vsem linearnim omejitvam in doseºe najve£jo
moºno vrednost ciljne funkcije v |β∗i,1γ∗i,2 − β∗i,2γ∗i,1|. Naj bo β∗i,1γ∗i,2 − β∗i,2γ∗i,1 < 0.






































Tudi za to trojico o£itno veljajo pogoji (5.3) in (5.4)-(5.10), prav tako pa velja
|βˆ∗i,1γˆ∗i,2 − βˆ∗i,2γˆ∗i,1| = |β∗i,2γ∗i,1 − β∗i,1γ∗i,2| = |β∗i,1γ∗i,2 − β∗i,2γ∗i,1|.
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Sledi, da je tudi ta trojica optimalna. Ker pa velja β∗i,1γ
∗




Podobno, kot smo naredili za trikotnik t1, lahko naredimo tudi za trikotnika t2 in
























Njihove baricentri£ne koordinate glede na trikotnik t2 pa ozna£imo na slede£ na£in:
v2 = bar(α2,1, α2,2, α2,3),
s21 = bar(σ21,1, σ21,2, σ21,3),
s23 = bar(σ23,1, σ23,2, σ23,3),
t21 = bar(τ21,1, τ21,2, τ21,3),
t23 = bar(τ23,1, τ23,2, τ23,3).

























Oznake za baricentri£ne koordinate teh to£k glede na trikotnik t3 pa so slede£e:
v3 = bar(α3,1, α3,2, α3,3),
s31 = bar(σ31,1, σ31,2, σ31,3),
s32 = bar(σ32,1, σ32,2, σ32,3),
t31 = bar(τ31,1, τ31,2, τ31,3),
t32 = bar(τ32,1, τ32,2, τ32,3).
Na sliki 16 lahko vidimo triangulacijo domene [−1, 1]× [−1, 1] z mnoºico optimalnih
RCT-trikotnikov.
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Slika 16: Triangulacija enotskega kvadrata z mnoºico optimalnih RCT-trikotnikov
(vir slike: [6]).
6 Primeri uporabe zreduciranih Clough-Tocherje-
vih zlepkov
6.1 Kontrolni trikotniki zreduciranih Clough-Tocherjevih zle-
pkov
Spomnimo se deﬁnicije zlepka iz zreduciranega Clough-Tocherjevega prostora (5.1)
in geometrijske interpretacije baznih B-zlepkov (5.11). Deﬁniramo kontrolne to£ke
zreduciranega Clough-Tocherjevega zlepka kot
ci,j = (Xi,j, Yi,j, ci,j), i = 1, . . . , nv, j = 1, 2, 3
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in kontrolne trikotnike zreduciranega Clough-Tocherjevega zlepka kot
Ti(ci,1, ci,2, ci,3), i = 1, . . . , nv.
























i (xi, yi) = γi,1ci,1 + γi,2ci,2 + γi,3ci,3. (6.1c)

















⎡⎣Xi,1 Yi,1 1Xi,2 Yi,2 1
Xi,3 Yi,3 1






⎡⎣1 Xi,1 − xi Yi,1 − yi1 Xi,2 − xi Yi,2 − yi




Pri tem smo inverz v zgornji izpeljavi izra£unali iz formule (5.13). Dobimo torej
predstavitev
ci,1 = s(vi) + (Xi,1 − xi)Dxs(vi) + (Yi,1 − yi)Dys(vi), (6.2a)
ci,2 = s(vi) + (Xi,2 − xi)Dxs(vi) + (Yi,2 − yi)Dys(vi), (6.2b)
ci,3 = s(vi) + (Xi,3 − xi)Dxs(vi) + (Yi,3 − yi)Dys(vi). (6.2c)
Od tod sledi, da kontrolne to£ke ci,j, j = 1, 2, 3, pripadajo tangentni ravnini na
zlepek s(x, y) v to£ki vi, kontrolni trikotnik Ti pa je tangenten na zlepek v to£ki vi.
Ker imajo bazni B-zlepki lokalni nosilec in so enaki 0 zunaj molekule dolo£enega
ogli²£a, lahko s premikanjem kontrolnega trikotnika Ti doseºemo lokalne spremembe
na trikotnih krpah, ki se drºijo molekule ogli²£a vi ([6]).
Za primer si poglejmo RCT-zlepek, ki interpolira testno funkcijo
f(x, y) = (exp((x− 0, 52)2 + (y − 0, 48)2)− 0, 95)−1, (6.3)
ki je deﬁnirana nad Ω = [−1, 1] × [−1, 1]. Zlepek in njegove kontrolne trikotnike
lahko vidimo na sliki 17. Pri tem so bili RCT-trikotniki izbrani tako kot na sliki 16.
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Slika 17: RCT-zlepek in njegovi kontrolni trikotniki nad triangulacijo iz slike 16 (vir
slike: [6]).
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6.2 Bézierjeve ordinate zreduciranih Clough-Tocherjevih zle-
pkov










Dobimo jih lahko s pomo£jo koeﬁcientov ci,j. Postavimo se na na² originalni trikotnik
T (v1,v2,v3) in se spomnimo izra£unanih Bézierjevih ordinat iz podpoglavja 4.2.
Spomnimo se tudi deﬁniranih pogojev za nenegativnost (5.4)-(5.8) in izra£unanih
vrednosti (6.1). Izra£unajmo najprej Bézierjevo ordinato u1 kot
u1 = s(v1) = α1,1c1,1 + α1,2c1,2 + α1,3c1,3.
Nadaljujmo z naslednjo ordinato u12, ki jo dobimo kot
u12 = s(v1) +
1
3
(Dxs(v1)(x2 − x1) +Dys(v1)(y2 − y1))




((β1,1c1,1 + β1,2c1,2 + β1,3c1,3)(x2 − x1) + (γi,1ci,1 + γi,2ci,2 + γi,3ci,3)(y2 − y1))
= σ12,1c1,1 + σ12,2c1,2 + σ12,3c1,3.
Izra£unajmo ²e u13:
u13 = s(v1) +
1
3
(Dxs(v1)(x3 − x1) +Dys(v1)(y3 − y1))




((β1,1c1,1 + β1,2c1,2 + β1,3c1,3)(x3 − x1) + (γi,1ci,1 + γi,2ci,2 + γi,3ci,3)(y3 − y1))
= σ13,1c1,1 + σ13,2c1,2 + σ13,3c1,3.
Izra£unali smo tri Bézierjeve ordinate v okolici vozli²£a v1 in ugotovili, da so odvisne
samo od treh koeﬁcientov c1,j, j = 1, 2, 3. Kombinacije teh koeﬁcientov so konveksne,
saj so njihove uteºi baricentri£ne koordinate to£k v1, s12 in s13 glede na trikotnik
t1(q1,1, q1,2, q1,3). Podobno bi dobili Bézierjeve ordinate v okolici drugih dveh vozli²£
v2 in v3 kot
u2 = α2,1c2,1 + α2,2c2,2 + α2,3c2,3,
u21 = σ21,1c2,1 + σ21,2c2,2 + σ21,3c2,3,
u23 = σ23,1c2,1 + σ23,2c2,2 + σ23,3c2,3
in
u3 = α3,1c3,1 + α3,2c3,2 + α3,3c3,3,
u31 = σ31,1c3,1 + σ31,2c3,2 + σ31,3c3,3,
u32 = σ32,1c3,1 + σ32,2c3,2 + σ32,3c3,3.
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Sedaj izra£unajmo ordinato θ3:







































































= λ12(τ12,1c1,1 + τ12,2c1,2 + τ12,3c1,3) + λ21(τ21,1c2,1 + τ21,2c2,2 + τ21,3c2,3).
Pri tem smo uporabili pretvorbi
z1 − λ12 = 1− z2 − z3 − (1− λ21) = λ21 − z2 − z3
in
z2 − λ21 = 1− z1 − z3 − (1− λ12) = λ12 − z1 − z3.
e isti postopek uporabimo ²e za izra£un ordinat θ1 in θ2, dobimo
θ1 = λ23(τ23,1c2,1 + τ23,2c2,2 + τ23,3c2,3) + λ32(τ32,1c3,1 + τ32,2c3,2 + τ32,3c3,3),
θ2 = λ13(τ13,1c1,1 + τ13,2c1,2 + τ13,3c1,3) + λ31(τ31,1c3,1 + τ31,2c3,2 + τ31,3c3,3).
Bézierjeve ordinate, ki so nam ²e ostale, pa lahko izra£unamo kar direktno iz njihovih
formul (4.8)-(4.14), ki smo jih izpeljali na za£etku. Odvisne so le od ºe izra£unanih
ordinat in poloºaja delilne to£ke z.
Izkaºe se, da velja zanimiva povezava
λ12t12 + λ21t21 =
1
3
(v1 + v2 + z).
Velja namre£
λ12t12 + λ21t21 = λ12s12 + λ21s21 +
1
6














(v1 + v2 + z).
Pri izpeljavi smo uporabili lastnost baricentri£nih koordinat λ12 + λ21 = 1.
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7 Zaklju£ek
V nalogi smo preko analize Bézierjevih trikotnih krp in njihovih zlepkov pri²li
do prostorov makro-elementov, kjer smo naleteli na prostor kubi£nih C1 Clough-
Tocherjevih zlepkov. Najprej smo za delilno to£ko vsakega trikotnika vzeli kar te-
ºi²£e in uspeli dokazati, da je dimenzija prostora enaka se²tevku trikratnega ²tevila
vozli²£ in ²tevila robov. Kasneje smo z dodatnimi pogoji dobili podprostor zredu-
ciranih Clough-Tocherjevih zlepkov in tako dosegli zmanj²anje dimenzije prostora.
Samo s pomo£jo treh podatkov na vsakem vozli²£u triangulacije smo dobili vse Bézi-
erjeve ordinate in tako hkrati dokazali, da je dimenzija zreduciranega prostora enaka
trikratnemu ²tevilu vozli²£.
Cilj naloge je bil najti normalizirano bazo za prostor zreduciranih Clough-To-
cherjevih zlepkov. Pri deﬁniciji B-zlepkov smo pri²li do pogojev za nenegativnost,
particijo enote in lokalni nosilec. Pogoje smo prevedli v geometrijsko razli£ico in tako
pre²li na re²evanje problema kvadrati£nega programiranja. Na koncu smo pri²li do
kontrolnih to£k in trikotnikov, s katerimi lahko lokalno nadziramo obliko zlepka.
Na²li smo tudi stabilno metodo za ra£unanje Bézierjevih ordinat. Zato so RCT B-
zlepki uporabni v ra£unalni²ko podprtem oblikovanju. Clough-Tocherjevi zlepki so
bili sicer sprva razviti kot eno izmed orodij za metodo kon£nih elementov.
Za raz²iritev naloge bi lahko pogledali ²e parametri£ne zreducirane Clough-
Tocherjeve zlepke ali pa se osredoto£ili na na£in izbire delilne to£ke pri delitvi tri-
angulacije in na samo implementacijo ra£unanja B-zlepkov. Zanimivo bi bilo tudi
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